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CApPiTULO 1
INTRODUCCION

A) Algunos 6rdenes de magnitud en la Fisica del Estado Sélido (FES)

= ;Cudl es la longitud caracteristica de un sélido, esto es la logitud del pardmetro de la red
cristalina? Historia: al descubrirse los rayos X se planted la posibilidad de estudiar la estructura
de los solidos con los mismos (por tanto, la periodicidad de la red cristalina ha de ser del orden

de A).

= ;Cual es la energia de las vibraciones de la red? Por el teorema de equiparticion clasico kgTamp ~
%e\/

= ;Cuil es la energia de ligadura tipica de los electrones de un sélido? Si consideramos que un
metal puede considerarse en una primera aproximacién como una caja de potencial, la barrera
de potencial que los mantiene dentro del solido (véase la figura) es aproximadamente la funcion
trabajo del metal. Por lo tanto, la energia tipica de ligadura de los electrones al sélido puede
considerarse aproximadamente (en metales) como del orden de magnitud de la funcion trabajo,
que es una energia del orden de eV en los metales.

= Por otro lado, la anchura de las bandas de energfa, medida mediante medidas de rayos X, da
también energias del orden de eV.
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FIGURA: Ordenes de magnitud

B) ;Qué es la Fisica del Estado Sélido?
La Fisica del Estado Sélido tiene un conjunto de caracteristicas basicas:

1.- Describe sistemas de muchos cuerpos. Si la Fisica Atémica y Nuclear describen sistemas ya

muy complicados, la Fisica de la Materia Condensada (y, dentro de ésta, la FES) describe sistemas

con un namero de particulas tipico del orden del nimero de Avogadro por cm?>.
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2.- La FES, que se encuadra dentro de la Fisica de la Materia Condensada (FMC), se centra en
el estudio de los solidos cristalinos. El estudio de la Fisica del Estado Sélido es pues una rama de la
Fisica de la Materia Condensada. Esta tltima trata de sistemas fisicos cuya densidad de particulas es
del orden de 10?3 particulas/cm3. Por tanto, lo s6lidos (cristalinos o no) y los liquidos se incluyen en
tales sistemas, ya que el orden de magnitud de sus densidades es justamente ese. En cambio, un gas
en condiciones normales de pesion y temperatura tiene una densdad aproximada de 107% a 107° la de
la materia condensada tipica.

3.- Por otra parte, y como compensacién por lo anterior, las interacciones bésicas que aparecen en
la FMC son bien conocidas, si bien la solucién de sistemas con ese ntimero de particulas esta fuera
de las posibilidades reales. Por ello, la simplificacion enorme que introduce la cristalinidad (el que
el solido sea periodico) es fundamental para el estudio de la FES. Es fundamental plantearse cudles
son los componentes de un sélido y cudles son las propiedades fisicas asociadas a esos componentes
(las bandas de energia de los electrones, magnetismo asociado a los espines del sistema, asi como el
proponer modelos que describan esos componentes y esas propiedaes. jLa FES es una fisica de modelos!

Todo ello hace que la FES sea una mezcla de FCuantica, FEstadistica y FAtomica.

Importante: hay que entender los 6rdenes de magnitud de las magnitudes que se medirdn en la
FES, asi como tener una idea de como se miden las cosas («sondas»).

4.- FEl hamiltoniano. Los modelos.
Tenemos, pues, que definir lo antes posible qué es lo que se entiende por un sélido (hablar de un
hamiltoniano y de sus propiedades; hablar de qué modelos se utilizan para describir las propiedades,
determinar si es necesaria una descripcién completamente cuintica del sélido o si se puede utilizar la
fisica semiclasica para describir algunas de sus propiedades).

1.- Cristalinidad

Ya hemos comentado que la FES estudia en particular los sélidos cristalinos, esto es, los solidos que
presentan una estructura ordenada desde el punto de vista microscopico. Aqui podemos distinguir el
orden de corto alcance del orden de largo alcance, refiriéndose el orden a la correlacion en las posiciones
de los 4tomos vecinos.

El orden de corto alcance se refiere a materiales amorfos o constituidos por microcristales
(estructura cristalina en su interior y orientados al azar), mientras que el orden de largo alcance
significa una red regular que se extiende sobre un volumen considerable.

Una de las razones importantes para que existan un gran ndmero de fendémenos distintos
relacionados con el estado sélido estriba en que hay muchas estructuras cristalinas que satisfacen
una red geométrica (distribucion espacial) y un determinado tipo de enlace a a vez.

Sabemos que los sistemas cristalizados han generado interés desde antiguo (formas externas
regulares y geométricas, que han hecho sospechar de una cristalinidad bésica ya desde el s. XVII;
el conocimeinto de materiales policristalinos, etc.).

Se conoce, por otra parte, el polimorfismo, que puede entenderse como los distintos estables
metaestables de un sistema fisico con una determinada estequiometria.

Una de las cosas mas importantes que surgen de un estudio empirico de algunas propiedades
fisicas de los solidos (por ejemplo, el que sean metales o semiconductores) nos da pistas para suponer
una interrelacion entre la estructura cristalina y las propiedades fisicas del material (si es metéalico o
semiconductor)

No conviene olvidar, sin embargo, que el tratamiento de los sélidos amorfos o desordenados
y de los liquidos despierta un interés creciente en los tltimos decenios, interés que en muchos casos
tiene mucho que ver con las posibles aplicaciones tecnologicas (células solares de SC amorfos, cristales
liquidos, etc.).



1.1. OBJETIVOS DEL CURSO

La razon de que la FES trate mayormente los solidos cristalinos se basa especialmente en las
simplificaciones analiticas que dicha cristalinidad introduce en el problema de describir al nimero
ingente de particulas por centimetro ctibico que tienen los sistemas condensados, simplificaciones que
permiten un tratamiento suficientemente sencillo como para ser descrito aqui. En efecto, para casi
todas las propiedades que nosotros estudiamos, lo que nosotros buscaremos serd la solucién de la
ecuacion de Schrdodinger de un sistema de muchas particulas que interaccionan entre si y con algin
campo externo que se le aplique.

En general, las interacciones son bien conocidas, pero el auténtico problema es saber cémo
solucionar la ES de un sistema con un nimero grande de particulas:

- en Mecanica Clasica el problema de tres cuerpos actuando con una interaccién gravitatoria no
tiene solucién analitica exacta.

- en Mecanica Cuéntica, el 4tomo de He (dos electrones interactuantes bajo la accidon del campo
coulombiano del niicleo) no tiene tampoco solucion analitica exacta.

Asi las cosas, jpodemos esperar describir un sistema fisico cuya densidad es del orden de 10?3
particulas/cm3? Evidentemente, hay técnicas para tratar sistemas de muchas particulas, pero exigen

un esfuerzo matemético grande que nosotros no intentaremos realizar.!

2.- Influencia de los constituyentes

Es de esperar que las propiedades caracteristicas de los 4dtomos libres determinen de alguna
manera la naturaleza del sélido del que son constituyentes. Estas propiedades, sin embargo, estan
muy influenciadas por el entorno de dichos atomos, de modo que pueden variar sustancialmente.
Ademas, hay propiedades fisicas que s6lo se pueden definir para una colectividad grande de atomos,
como por ejemplo la conductividad eléctrica, el ferromagnetismo, el calor especifico, las transiciones
de fase, etc.

3.- Perfecciéon de los cristales

Hay que hacer notar también que los cristales reales se apartan de la estructura ideal, no solamente
por las dificultades que supone el hacer crecer un cristal perfecto y sin impurezas, sino también por
razones puramente termodinimicas, como veremos en el curso.

En efecto, en un cristal real hay defectos en la red, dislocaciones, impurezas, etc. y su influencia
en las propiedades del cristal es definitiva (recordar las uniones p-n de semiconductores, el color de
los cristales, etc.).

1.1. OBJETIVOS DEL CURSO

Podemos plantearnos dos preguntas béasicas relacionadas con el estado sélido:

1. ;Cual es el estado fundamental de un solido determinado? ;Por qué es estable? ;Cudles son las
fuerzas que mantiene a los 4tomos en una red?

2. ;Coémo se comporta el solido bajo la accion de una influencia externa?

La primera pregunta esti relacionada con los conceptos de estructura cristalina, enlace, energia de
enlace, cohesion, etc. Pero como cualquier experimento significa interaccién y separaciéon del estado
fundamental, es dificil contestar a las preguntas (1) si nos olvidamos de la (2). Por consiguiente, hay
que estudiar también los fendbmenos fisicos asociados a la interacciéon del sélido con campos externos.

Es imposible llevar, ademas, estas técnicas hasta una precisiéon razonable.
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Y, ademas, debemos tener conciencia de que lo que hacemos siempre es trabajar con modelos
aproximados, desarrollando nuevas propuestas y nuevos enfoques para mejorar dichos modelos. Esto
significa que hay que estar al tanto del trabajo experimental que existe sobre el fenémenos que estamos
considerando, comparando continuamente los datos experimentales con los calculos tedricos.

El objetivo general del curso va a consistir en una descripciéon basica de algunas de las propiedades
fundamentales de un sé6lido, utilizando modelos razonablemente sencillos.

Este conjunto de propiedades y modelos (o de modelos y propiedades) formaran para nosotros las
bases que nos permitan captar globalmente muchas de las potencialidades de un sélido cristalino.

Enumeraremos aqui algunas de ellas, que son las que nos van a permitir empezar a acercarnos a
la fisica del estado sélido.

a) Conductividad o resistividad eléctrica

Bajo la accién de un campo eléctrico, el comportamiento de los distintos s6lidos es radicalmente
distinto. Esta magnitud presenta un rango de variaciéon tan amplio que puede considerarse como el
més amplio de las propiedades fisicas ordinarias. Asi, la resistividad de un metal a bajas temperaturas
puede ser del orden de 1070 Q-cm, mientras que la de un buen aislante es de 1022 Q-cm.

Hay que elaborar, pues, una teorfa que nos permita distinguir claramente el porqué comportamiento
de los distintos sé6lidos frente a la conductividad eléctrica.

b) El calor especifico

De acuerdo con la fisica estadistica clasica, el calor especifico de un sélido deberia ser constante
(ley de Dulong y Petit). Sin embargo, el comportamiento del calor especifico a bajas temperaturas
resulta ser proporcional a T2 en aislantes y va como o + T3 en el caso de los metales. Discutiremos
a lo largo del curso céomo explicar estos resultados.

¢) Propiedades de expansiéon y conductividad térmica de los cristales

Construiremos una teorfa de vibraciones de los sistemas cristalinos que explique de manera natural
los resultados experimentales de estas propiedades.

d) Superconductividad

Algunos materiales, por debajo de una cierta temperatura, dejan de ofrecer resistencia al paso de
la corriente eléctrica.

e) Reflectividad de los cristales i6nicos metales

Estos materiales presentan cambios bruscos en sus curvas de reflectividad, que estan directamente
relacionados con el hecho de ser cristales idnicos (esto es, que tienen cargas bien definidas en puntos
determinados de la red cristalina) o metales (que estan formados por un conjunto de electrones que se
mueven casi libremente en todo el cristal, de manera que su densidad de carga tiene una distribucién
espacial muy deslocalizada).

f) Difraccion de rayos X y neutrones por la estructura cristalina.

Estas dos sondas son muy distintas, y permiten estudiar fenomenos fisicos diferentes (la primera
interacciona con las particulas cargadas, la segunda con las particulas magnéticas y con los nicleos).

g) Propiedades magnéticas

Las propiedades magnéticas de los sélidos (;jpor qué son para- o diamagnéticos?; jpor qué
hay ferromagnetismo?; jpor qué se producen ordenaciones magnéticas en un cristal?) son de suma
importancia, tanto desde un punto de vista tebérico como de sus aplicaciones.
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h) Defectos

Como ya se ha comentado, su presencia es completamente natural ya que deben aparecer por
razones termodindmicas. Estudiaremos la influencia de su aparicién en los sélidos, qué propiedades
estan ligadas a la presencia de imperfecciones o defectos en el cristal.

i) Estudiaremos el por qué del color de los cristales.

J) Nos interesaremos también por la dinadmica de los electrones en el cristal, con dnimo de
extraer informaciéon de la misma y asi poder resolver la doble pregunta que antes se ha planteado
acerca de como conocer el estado fundamental del cristal y del estudio de los estados perturbados bajo
cualquier interacciéon que nos aleje del mismo.

1.2. EL HAMILTONIANO BASICO

Una condicién imprescindible para comenzar el estudio de los sélidos cristalinos es que, desde un
principio, sepamos definir con total claridad el hamiltoniano que pensamos describe adecuadamente a
un solido; esto es equivalente a decir: ;qué entendemos por un sélido cristalino?

Aunque en un principio pudiera parecer que estamos planteando un hamiltoniano ya muy
simplificado, hay que saber que esta aproximacion al hamiltoniano exacto del sistema es muy razonable
si la comparamos con las aproximaciones que nos veremos obligados a realizar posteriormente.”

A.- Dos tipos de electrones

Lo primero que hacemos es distinguir claramente dos tipos de electrones en los sé6lidos cristalinos
(de manera parecida a como ya se hizo al describir la moléculas):

1. los electrones de wvalencia , que son aquellos a los que se les atribuye una contribuciéon
importante al enlace quimico

2. los electrones de los iones (o del core), que estan ligados fuertemente a los nicleos y que
por consiguiente no ejercen influencia apreciable en las propiedades del sélido

Esta diferenciacion clara entre electrones esta basada en las energas de ligadura de los electrones
de las distintas capas atémicas, que se muestran en la figura..

!

«20 b=

-3

)

FIGURA: ENERGIAS ATOMICAS

2 . - . . .. . . . .
Para darnos una idea, este hamiltoniano es una especie de extensiéon natural de las aproximaciones que se hicieron en cursos
anteriores (por ejemplo, en la asignatura Fisica Cudntica II) para empezar a describir de manera sencilla las moléculas.
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En el grafico vemos una representacion de dicha energia de ligadura en funcién del ntimero atémico
de los elementos. Es claro que la energia de los niveles aumenta (en valor absoluto) con rapidez al
aumentar Z, lo que indica que los electrones de los niveles profundos de los 4tomos estin cada vez
més ligados al nticleo.

Una pregunta que surge inmediatamente es la siguiente: jcudles de estos niveles ven
influenciada su energia por la presencia de sus vecinos en la ordenacion cristalina del solido?

e Para responder de una manera cualitativa, podemos hacer una estimacién utilizando un
modelo muy sencillo.
Sea una cadena lineal de Atomos, separados entre si una distancia a. La figura representa

el potencial a lo largo de la cadena (linea roja) y el potencial si cada adtomo estuviera
infinitamente separado de los vecinos (lineas negras).

FIGURA: CADENA LINEAL

En el caso de atomos completamente separados, todos los electrones en niveles atémicos
con E < 0 estan ligados a cada niucleo. Ahora, sin embargo, los electrones en niveles cuya
energia sea superior a —AF ya no estan ligados, por lo que su comportamiento fisico es
diferente al caso de 4tomos aislados.

Como en el sistema de la figura observamos que AE = 4¢?/a, donde q es la carga del
nicleo, tenemos que AE = 11,5 eV para a = 5 A y que AE = 19,2 eV para a = 3 A.
Conociendo los valores tipicos de las distancias internucleares en los sélidos, esto nos viene
a decir que solamente aquellos niveles electrénicos cuya energia esté en el rango de los
10 — 20 eV por debajo del nivel del nivel de energia cero (que hemos definido como el de
los 4tomos infinitamente separados) van a estar influenciados fuertemente por la presencia
de sus vecinos en el cristal, dado que el resto de los electrones van a sufrir un potencial
similar al atémico.

e Notese que esta estimacién cualitativa también coincide con lo que conocemos acerca
de los valores que toma la funcidn trabajo de un metal. Efectivamente, el potencial a lo
largo de una linea perpendicular a la superficie y que pase por el centro de los niicleos es
la representada en la figura.
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FIGURA: CADENA LINEAL Y FUNCION TRABAJO

Y, dado que los valores tipicos de la funcién trabajo de un metal son ® ~ 24 — 45 eV,
ambos 6rdenes de magnitud coinciden cualitativamente.

Esta separacion entre los electrones en niveles de energia superior y aquellos que estan en niveles
méas fuertemente ligados es esencial para el planteamiento del hamiltoniano que queremos resolver.
Evidentemente, los electrones internos de los tones no van a tener influencia alguna en las propiedades
(electronicas) de los solidos.

B.- El hamiltoniano basico

Como se dijo més arriba, el objetivo del curso es hacer una descripcién bésica de un sélido utilizando
modelos razonablemente sencillos.

Tenemos, pues, que hacer una aproximacion a lo que entendemos que es un sélido para los efectos
de esta asignatura. Asi, pues, el hamiltoniano que proponemos como modelo de sblido es

H = Hiones + ﬁelectrones + I:Ielectronfion (11)
donde
Hiones = » L +1ZV(R~ R;) (1.2)
iones — ' 2Mi 9 - i j .
) i#£j

es el hamiltoniano de un conjunto de tones que interaccionan mediante un potencial V' que depende
solamente de las posiciones relativas de los iones; la parte

2 2
P; 1 e
Helectrones = L +f§ P — 1.3
electrones - 2m 2i - r; — 1l (1.3)

es el hamiltoniano que describe a los electrones de valencia o electrones (como se ve, con
interaccién coulombiana entre ellos), mientras que el altimo término,

Helectronfion = Zv(ri - Rj)7 (14)
i,J

representa la interaccién entre los electrones y los iones, en el supuesto de que se pueda describir
mediante un potencial.

Ese hamiltoniano modelo tiene ya en su formulacién varias aproximaciones (o limitaciones)
implicitas, que queremos dejar claras desde un principio:
a) La interaccion entre los iones no se suele poder representar por un potencial. Esto se debe,
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principalmente, a que la interaccién entre los electrones de las capas cerradas es muy dificil de tratar
(entre otras cosas, por el efecto del principio de exclusion de Pauli).

b) La interaccion entre iones y electrones tampoco puede representarse por un potencial sencillo, ya
que hay que incluir el efecto que introduce el principio de exclusion de Pauli sobre la interaccion entre
los electrones de valencia (electrones) y los electrones internos (core) de los iones (iones).?

¢) El hamiltoniano describe particulas separadas.

A pesar de ello, mas adelante vamos a trocear ain més este hamiltoniano, y distinguiremos entre
la posicion de equilibrio de los iones y su posicion instantéanea?

— €q
Hiones - Hion—ion + Hvibrac (1'5)
— €q
Helectro—ion = Helectron—ion + Helectron—vibrac (16)

Esta separacién del hamiltoniano en trozos nos permitird estudiar, de manera razonablemente
ordenada, distintas propiedades fisicas del cristal, asociadas a las distintas partes del hamiltoniano.

1.3. LA NECESIDAD DE ESTUDIAR LA RED CRISTALINA

El primer modelo de sélido que se ha estudiado hasta este momento ha sido el modelo de electrones
libres para metales,” que explica razonablemente bien algunas de las propiedades metalicas mas
conocidas. Sin embargo, hay resultados experimentales en evidente contradicciéon con los calculos
cuantitativos de dicho modelo.

Haciendo un breve resumen de los que se encuentra en la teoria y de lo que se mide
experimentalmente, encontramos:

1. Fallos en los coeficientes de transporte.

a) Coeficiente Hall. Experimentalmente, depende del campo magnético y de la temperatura, y
ademas el signo del coeficiente no coincide en algunos metales con el predicho para electrones
libres. Solamente los metales alcalinos tienen una Ry que concuerda con el modelo.

b) Magnetoresistencia. En casi todos los casos, la resistencia de un alambre perpendicular a un
CM uniforme depende de la intensidad del mismo.

c¢) Campo termoeléctrico. No siempre se tiene el mismo signo para @ que el que se obtiene en el
modelo.

d) Ley de Wiedemann-Fanz. Experimentalmente, a temperaturas intermedias, »/0T depende
de la temperatura.

e) Conductividad en corriente continua: depende de a temperatura y de la direccion del campo
eléctrico que apliquemos.

f) Conductividad en corriente alterna: la reflectividad experimental no concuerda con la calculada
o(w) de electrones libres.

2. Fallos de las predicciones termodinamicas.

a) Para el calor especifico ¢, de los metales a baja temperatura (c, ~ 7T + AT3), hay
determinados metales cuyo término lineal en 7" no tiene nada que ver con el valor de v de
electrones libres.

3 Puede recordarse aqui las dificultades que eso conlleva para el tratamiento de los &tomos multilectrénicos en un modelo
también muy simplificado: la aproximaciéon de Hartree-Fock.

4 Esencialmente, es hablar de nuevo de la aproximaciéon de Born-Oppenheimer que se aplico en el tratamiento de las moléculas,
aun las mas sencillas.

5 Véase, por ejemplo, la asignatura de Fundamentos de Fisica 111
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b) El término en 72 del gas de Sommerfeld tiene el signo opuesto y es muchisimo menor que el
experimental.

Ademés de esos fallos en las predicciones del modelo de electrones libres, hay dos cuestiones basicas
que dicho modelo no explica.
— La primera es: jcuil es el nimero de electrones de conducciéon por 4tomo en un metal cuyo elemento
constituyente tenga varias valencias quimicas?
— La segunda cuestién fundamental es la siguiente: el modelo no explica en absoluto que haya
compuestos que no son metalicos. ;Cuél es la razén, entonces, de que existan semiconductores y
aislantes?

Mas adelante se verd que si nosotros tomamos en cuenta el campo producido por un conjunto
estitico de iones, se pueden estudiar las propiedades de transporte de un sélido en teorias en las
que se modifican (aunque no de manera dréastica) las condiciones del modelo de electrones libres,
con el llamado modelo de Drude y Sommerfeld y el estudio de la dindmica de los electrones bajo el
potencial de la red cristalina. Se encuentra, pues, que la influencia de los iones sobre las colisiones de
los electrones solamente es muy notable cuando en la teorfa se incluyen los movimientos de los iones
(lo que explica la resistividad de los metales y su relacion con el modelo de los electrones libres).

11






CApriTULO 1
REDES CRISTALINAS

Como se ha dicho en la Introduccién, cuando hablamos del hamiltoniano modelo de un sdlido,
podemos establecer un programa de aproximaciones hacia la descripcién cada vez méas detallada
de un so6lido. En primer lugar, los electrones, que en el modelo de electrones libres estudiado en
cursos anteriores' no sufren ningiin potencial externo, debemos considerar que se mueven ahora en un
potencial estatico de los iones de la red cristalina del sélido. Y, posteriormente, debemos estudiar las
consecuencias fisicas del movimiento de los iones respecto a esa configuracion estatica.

Pero, antes de entrar en detalles del movimiento de los electrones en un potencial peridédico de
los iones quietos, habra que estudiar cudles son las posibles distribuciones periédicas que pueden
encontrarse en la naturaleza. Una de las razones del gran desarrollo de la FES es justamente el que se
hayan estudiado los solidos con estructura cristalina (en contraposicion con los solidos desordenados
o con lo liquidos), lo que permite unas técnicas fisicas y mateméaticas de célculo mucho mas precisas
y potentes.

La regularidad de las formas externas de los cristales que se encuentran en la naturaleza (o que se
hacen crecer en los laboratorios) predispuso ya en el siglo XVII a la creencia de que los cristales estaban
constituidos por un repeticién de bloques idénticos. Hoy en dia sabemos que los bloques que se repiten
para formar el cristal con dtomos o grupos de dtomos, de forma que los cristales son distribuciones
periddicas tridimensionales de (grupos de) atomos.?

En la naturaleza, los sistemas fisicos presentan interacciones entre sus componentes. El estudio
de las interacciones (interaccion electron-electron; interaccion dipolo-dipolo entre moléculas, etc.) nos
dara lugar a un sistema de ecuaciones que, por condiciones de energia minima, nos define las distancias
entre los 4tomos, la distribucion de los mismos en el espacio (esto es, la red cristalina que forman), la
fase en la que el sistema se encontrara, etc.

Todo esto nos quiere decir que, en principio, cada material tienen perfectamente determinada cuéal
es su estructura cristalina, y el polimorfismo solamente se da en casos de equilibrio metaestable en
los que la vida media del estado metaestable puede ser muy grande.

Hay que hacer notar aqui que la estructura cristalina y las propiedades fisicas estan estrechamente
relacionadas. Por ejemplo, en los metales la estructura es tal que su enlace es practicamente no
direccional y esto permite que sus propiedades fisicas sean practicamente isdétropas y que los metales
no tengan una direcciéon privilegiada.

1.1. RED DE BRAVAIS

El concepto que especifica la manera en la que los bloques idénticos se agrupan para constituir
el cristal es el de red de Bravais. Este concepto solamente esti relacionado con la geometria de la
estructura periddica subyacente al cristal.

! Véase, por ejemplo, la asignatura de Fundamentos de Fisica 111

2 Sin embargo, la apariencia externa de un cuerpo no es suficiente para asegurar o no su cristalinidad, ya que es corriente que
una muestra esté constituida de pequenos elementos que a escala microscopica son muy grandes y que contienen un gran ntmero
de iones con una distribuciéon periodica tridimensional. Estos estados policristalinos se encuentran més comunmente que los
cristales monocristalinos, en los que la periodicidad es perfecta en todo lo ancho y largo de la muestra.
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Daremos dos definiciones equivalentes?®

a) Una red de Bravais es una distribucion discreta e infinita de puntos dispuestos de tal manera que
la distribucion aparece idéntica sea cual fuere el punto de dicha distribucion desde el que la miremos.

b) Una red de Bravais es un conjunto discreto de vectores, no coplanarios, que forman un
conjunto cerrado en las operaciones de adicion y sustraccion. Por consiguiente, un vector (o punto) de
la red de Bravais lo podemos construir con una base de tres vectores no coplanarios, con coefcientes
enteros. Estos vectores a; los llamaremos vectores primitivos y cumplen que

R =nja; + noas + ngas (1.1)

siendo R un vector cualquiera de la red de Bravais (los n; son enteros)

e Es interesante recalcar que la red de Bravais tiene como condicién que tanto la forma como la
orientacién de la distribucién de sus puntos ha de permanecer idéntica cuando pasamos de un punto
a otro de la red. Veamos esto en un ejemplo de una red bidimensional.

Un ejemplo bidimensional sencillo . — )
es una red formada por un conjunto
de hexagonos yuxtapuestos (esta red

tiene simetria hexagonal). En la figura 7 | ;'\\ h
. >/ \
~ - -+ - { ! 4 ' £ -— o’ \
se observa que los puntos senalados n:}-‘-w-fu dc la ay i )
tienen un entorno diferente y por lo L\ o i/
oz L

tanto esta red no es de Bravais.
FIGURA Red hexagonal 2D (no centrada)

Sin embargo, si aiadimos un punto
en cada uno de los centros de los
hexdgonos, si se conserva tanto la
forma como la orientaciéon de la red
vista desde cualquiera de los puntos de
la misma: por consiguiente, esta nueva
red si es una red de Bravais.

Notese que esta nueva red tiene
simetria triangular.

FIGURA Red hexagonal 2D (centrada)

3 En los problemas se demuestra que lo son.
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FIGURA Dos elecciones posibles de vectores base para la red hexagonal 2D (centrada)

Hay que tener en cuenta que los vectores base que nos definen la red de Bravais no son
de ninguna manera Gnicos, y sin embargo no por ello deja de cumplirse la primera definicion (esto
se ve con claridad en la figura anterior, que es el caso de la red de Bravais 2D hexagonal, donde se ven
dos posibles elecciones de vectores base.

° Pensemos en otro caso en tres A
. . - . »
dimensiones: el de wuna red cubica . ’
centrada en el interior (BCC), que se ‘o

forma anadiendo a una red ciubica simple
(SC) un punto en el medio de cada cubo
(véase la figura).

Cabria pensar que los puntos B del centro
de cada cubo ven la red de manera distinta,
que los puntos A de los vértices de los
cubos. Pero sabemos que los puntos B de
los cubos que rodean al cubo de la figura
constituyen también un cubo: la estructura
puede verse entonces como hexaedros A
con un punto B en su centro o hexaedros B
con un punto A en su interior: asi, pues, la
red BCC es una red de Bravais.

— —Q
4 ‘/.’ ’
| : . ’
L, . L A . T )
Ao»o\ls T, le. =% AP S
+ 4 Iy Ve 2 | .‘;—;—.\. l s
Mooty PAscAn (as ) ‘_,: . A o ls "
v pity | AL r——’\ -—; J a,= i#"f—i-“"
iy a, |

5
FIGURA: Celda unidad BCC, distintas tripletas de vectores primitivos
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e Discutamos ahora el caso de la red

cibica centrada en las caras (FCC), Q===

que se obtiene de la red cibica anadiéndole f— ‘?

un punto en cada una de las seis caras del -

cubo. Pero los puntos que estan en el interior l)_ _l

de las caras forman también una red cibica, 3 B

en cuyas caras estan los puntos que antes = R~

constituian la red original. AT ?’. (5 Z) \

Asi, pues, la red FCC es una red de Bravais ia A8 & ( =4

también. z ZI \
wetetn =% (Er3) .

FIGURA: Celda unidad FCC

e Red hexagonal en tres dimensiones
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FIGURA: Red hexagonal simple
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1.2. CELDA (UNIDAD) PRIMITIVA

e Se llaman vecinos mds proximos en una red de Bravais a los puntos mas cercanos a un punto
dado (el caracter periddico de la RB nos indica entonces que cada punto de la red tiene el mismo
nimero de vecimos més proximos). A ese nimero de vecinos mas proximos, que es una propiedad
intrinseca de la red, se le llama nimero de coordinacion de la red.*

1.2. CELDA (UNIDAD) PRIMITIVA

Vamos a definir ahora lo que entendemos por celda primitiva o celda unidad primitiva: es el
volumen de espacio que, trasladado por los vectores que constituyen una red de Bravais (RB), rellena
totalmente el espacio, sin solapamientos ni huecos.

Es evidente que una celda primitiva debe contener un punto de la red de Bravais (o estar construida
de forma que comparte M puntos con M celdas primitivas).
También esté claro que no hay eleccién tnica para una celda primitiva, pero cualquiera de ellas ha de
tener el mismo volumen: si § es la densidad de puntos de la red, el volumen v de la celda primitiva es
tal que contiene un punto de la RB, por tanto se cumple que v § = 1 y por consiguiente, v = 1/4.

FIGURA: Distintas celdas primitivas

Una posible eleccion de la celda primitiva (obvia, por otra parte) es escoger el volumen del espacio
definido por los puntos r = z1a; + x2a2 + x3as, siendo z; € [0, 1].
Pero esto nos priva de tener una celda unidad primitiva que tenga la simetria de la RB. Asi, por
ejemplo, en la FCC obtendriamos un paralelepipedo oblicuo, que no posee simetria ctibica (que es méas
alta) de la red FCC.

Otra posible eleccion de celda
primitiva es la siguiente: tracense los 5

L3 > ] >
segmentos que unen un punto de la red I
con todos sus vecinos mas proximos; ('} » l a 1 ~
entonces una celda primitiva es aquella g . Gr4') N 7
formada por el volumen del espacio que and ﬁ o s

queda dentro de los planos bisectores
de aquellos segmentos (la celda sera,
ues, el menor poliedro que definan esos
pues, P d FIGURA: Celda unidad de Wigner-Seitz
planos).
Como esta construccién no se refiere en absoluto a los vectores que generan la red, sino solamente
a la red misma, la celda primitiva asi construida (llamada celda de Wigner-Seitz) tiene toda la
simetria de la RB.

4 . N . .

Notese que se puede hablar de una red con un nimero de coordinaciéon bien definido, aunque la la red no sea una RB.

Solamente se necesita que todos los puntos de la red tengan un ntmero de vecinos mas proximos igual para todos, y esa red tendra
un namero de coordinacion bien definido.
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Ejemplo
e Red hexagonal simple en tres dimensiones
Ya se ha comentado que en 2D una red hexagonal de Bravais es

WAL A~ Az

» -
¢

*

)
X

]

A

]
i
«

.,

Ew a)

L] e & S L
=
s
- -~ —g _ 3
A, (£ ’ ' T DSy A L £l Cn AL AL Ln. A2
b
® =R a e L J
AP [Ouastors > SV L . 4 D WMLWOo—-
- —— - - i 3.
y \ 4 A\ s - s L ams.
f / \ “re ’ dhe: L a
v - b - w - - - \J &
2 %
° Y 2

FIGURA Red hexagonal 2D (centrada)

que corresponde a una red hexagonal centrada. y cuyos vectores primitivos estan senalizados en la
figura (que muestra otra eleccion posible de vectores primitivos).

Si anadimos otro plano igual, paralelamente y separado una distancia c, obtenemos una red
hexagonal simple en 3D (es una RB)

g = aX
23
— P \':- ~
3. = A X 4+ —o 4
X = — L ~
2 2
- »~
R — c =2

Red hexagonal simple

y la celda wunidad convencional es un
prisma hexagonal con un punto centrado
en las caras de las bases, mientras que una
celda primitiva definida por los vectores
primitivos que hemos escogido es un
paralelepipedo cuyas bases son rombos (ver
figura anterior).

Prisma hexagonal

1.3. CELDA (UNIDAD) CONVENCIONAL

Como ya se ha dejado entrever, en muchos casos es 1til preservar la simetria de la RB definiendo
«celdas unidad» que no son primitivas, llamadas celdas unidad convencionales.
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1.4. LA RED RECIPROCA

Estas celdas rellenan el espacio completamente cuando son trasladadas por un subconjunto de
los vectores que definen la RB. Por consiguiente, la celda unidad convencional es de tamanio mayor
que el tamafio de la celda primitiva pero tienen la simetria de la red.

Para el caso de las redes de Bravais BCC y FCC se definen las celdas convencionales formadas por
los cubos que nos permitieron definir cémo son esas redes:

f’ls-—————«"»; D> - >
\ / S
v ] ——
' | 2| b
¢ ® \ L | |
' !
-4 | ¢ ‘4
r g
1 -
m— 9&.,(} L G
4 ny
eV A el 22 % cedd Lhds Laaddad ), cekdo
LA ConMALLoy N = A X el LLLA s A0y 2 - B - -_)
o 3 P S e vaa A
D \‘,‘_4'.*“1’~ OAAMAA cnonacet Py i
P

FIGURA: Celdas convencionales

Se definen las constantes de la red como los ntimeros que especifican el tamaiio de la celda unidad
convencional (en cristales ciibicos, la longitud a de sus aristas).

Noétese que, en el caso de la red ctibica simple, la celda unidad convencional y la primitiva coinciden.

1.4. LA RED RECIPROCA

Vamos a introducir ahora el concepto de red reciproca (RR) de una RB. Se llama red reciproca
al conjunto de vectores G que satisfacen que

fGR =1 (1.2)

para todos los vectores R de una RB.
El nombre reciproco viene de las dimensiones del espacio donde estan definidos esos vectores (inverso
del espacio real).

A este conjunto de vectores R de la RB respecto a los que definimos la RR se le llama «red directa»
en relacion a su red reciproca.

Dada la definicién de la RR, si escogemos un vector de posicién cualquiera r, la RR es el conjunto
de vectores G que dan ondas planas con la periodicidad de la RB, puesto que

(G-(r+R) _ iGr (1.3)

y por tanto G forma ondas planas con periodicidad R, la periodicidad de la RD.

e La RR es también una RB. Para demostrarlo, consideremos una RD que es una RB, con vectores

primitivos (aj, as, ag), y construyamos los vectores
‘ag X ag az X ap a; X as

by = 22283 gy XA Y Y Nale- N

aj - (ag X 3.3) aj - (ag X a3)
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y verifiquemos que estos vectores son vectores primitivos de la red reciproca.

Se tiene que 4
b, -a; =2n6;; = PR =1 VRE€RD (1.5)

(jcompruébese!).

Los vectores a; no son coplanarios, por lo que los b; tampoco lo son y forman una base del espacio
reciproco. Por tanto, un vector k cualquiera del espacio reciproco puede expresarse como

k = k1bq + koby + k3bg (16)

con los valores k; € R (en principio). Si multiplicamos este vector k por uno cualquiera de la RD
(R = n1a; + noas + nzag, con los n; enteros),

k-R= (k:lnl + kong + k?gng) - 2T (17)

Ahora bien, k ser4 un vector de la RR si se cumple que e’¥*B = 1, VR € RD. Esto nos dice que
el paréntesis anterior debe ser un entero y que, por lo tanto, debe cumplirse que k; € Z para que
k = k1bq + kobgy + k3bg sea un vector de la RR.

Por consiguiente, la RR es una RB, y uno de los posibles conjuntos de vectores primitivos
es el conjunto {by,bs,bs}.

e Como la RR es también una RB podemos construir a su vez su reciproca. Esta reciproca resulta
ser la red directa original de la que habiamos partido. Para demostrarlo, sabemos que los vectores P
que son los reciprocos de la RR G han de ser tales que cumplan ¢’¥'G = 1 para todos los vectores G
de la RR. Por dimensiones, los vectores P estan en el espacio directo, pero vamos a suponer que no
pertenecen a la RD. Eso significa que la expresion P = zja; + x2as + x3a3 ha de tener algtin z; ¢ Z.
Si eso es cierto, y dado que la relacion ¢®'G = 1 ha de ser valida para cualquier vector G de la RR,
escogemos el vector de la RR b; y obtenemos que FP 2mizi £ 1, en contradiccién con lo que se
ha dicho antes (al afirmar que P pertenecia a la RR de la RR).

[——

Nota 1: el volumen de la celda primitiva de la RR es (27)3/v, siendo v el volumen de la
celda primitiva en la red directa. En efecto, sabemos que |a; - (ag x a3)| = v (ya que es el
volumen encerrado por los vectores a;), de manera que

b1 . (bg X b3) = (1.8)

Nota 2: La celda primitiva de Wigner-Seitz de la red reciproca se llama primera zona de
Brillouin (PZB), nombre que solamente se da a esta celda primitiva del espacio reciproco
(como se ha dicho, en el espacio directo se le llama celda de Wigner-Seitz).

También existen la segunda, tercera, ... zonas de Brillouin, que corresponden al conjunto
de regiones disjuntas del ER a las que se llega atravesando uno, dos, ... planos de Bragg
distintos.” Cada una de esas regiones tiene el mismo volumen que la PZB. Dado que se
usan mucho menos frecuentemente que la PZB, a ésta se le llama muchas veces «zona de
Brillouiny.

5 Un plano de Bragg es un plano del ER que bisecta un vector de la RR, G. Se vera que este plano definira la condicién de von
Laue en la difraccion de los rayos X en cristalografia.
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Ejemplos de redes reciprocas
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Como vemos por estos ejemplos (que el estudiante debe trabajar y verificar los factores de escala
entre la RD y la RR),
—la red SC es la red reciproca de una red SC,
— la BCC es la reciproca de la FCC y, finalmente,
— la FCC es la reciproca de la BCC (como ya sabiamos por el resultado anterior).

1.5. PLANOS CRISTALINOS

Para cualquier red de Bravais, tres puntos no colineales de la misma definen un plano reticular
o plano de la red. Dada la simetria translacional de a RB, este plano contiene infinitos puntos de
dicha red, puntos que constituyen una RED bidimensional sobre dicho plano.

Llamamos familia de planos reticulares a un conjunto de planos de la red, paralelos e
igualmente separados, de forma que cualquier punto de la red estd en alguno de dichos planos. Es
claro también que un plano cualquiera de la red pertenece a una familia de tales planos reticulares.

Ahora bien, una red puede caracterizarse por més de una familia de planos reticulares, y hay una
relaciéon directa entre los vectores de la RR y los planos reticulares, expresada en el siguiente teorema:

a) Sea una familia de planos reticulares II, separados una distancia d. Entonces, existen vectores
de la RR que son perpendiculares a estos planos; el mas corto de ellos tiene una longitud 27/d.

b) De igual manera, si G es un vector de la RR, entonces existe una familia de planos reticulares
perpendiculares a G que estan separados una distancia d, siendo 27/d el modulo del vector de la RR
que es el mas corto paralelo a G.

Demostracidn:

a) Consideremos la funcién fk(r) = ¢~ siendo K = 271 (1 es el versor perpendicular
a la familia de planos II). Esta funcion es periddica, de periodo 27/|K| = d, y por lo tanto
toma los mismos valores sobre los planos de la familia II perpendiculares a K.

Elijamos el punto de la RD r = 0. Entonces, fk(r) = 1, lo que indica que ese punto
pertenece a un plano de la familia IT y que el valor de la funcion fx(r) es 1 en todos
los planos. Como esos planos contienen la totalidad de la RD, entonces se cumple que
fk(R) = ¢®R = 1 VR € RD vy, por lo tanto, K es un vector de la RR.

Ahora bien, jeste K es el mas corto de los vectores de la RR que son perpendiculares
a la familia de planos II? Supongamos que existiera un G de la RR tal que |G| < |K| y
que es paralelo a K. Entonces, los planos definidos por la ecuaciéon e!G* = 1 tienen una
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separacion mayor que d, ya que 27 /|G| > d y esto significa que fg(r) no da los mismos
valores en toda la familia de planos II de la que partimos. Asi, existird algin R € RD tal
que e'GR £ 1 y por tanto G ¢ RR.

b) Sea K € RR el mas corto de los vectores de la RR en una direccion dada. La relacion
e’ T =1, donde r representa un punto cualquiera del ED, nos define un conjunto infinito,
paralelo y discreto, de planos, cuya separacién llamaremos d.

Si e®T =1 el valor de K -r =27n, con n € Z. Para cada n hay un plano perpendicular
a K que da " = 1. Supongamos dos planos de ese tipo consecutivos, esto es, que para r
en el plano II; se cumple K-r =|K|D = 27n (D es la distancia desde el origen al plano ITy),
miemtras que para r en el plano Il se cumple K-r =|K|(D+d)== 2n(n+1) (ahora D+d
es la distancia desde el origen al plano IT', separado d del II). En resumen, |K| = 27/d y

los planos definidos por la relacion ¢ = 1 estan separados una distancia d = 2r/|K| y
son perpendiculares a K.
=
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FIGURA: Planos cristalinos y K

Por otra parte, /T = 1 nos define al menos el conjunto R de los puntos de la RD.

Por tanto, los planos II anteriores incluyen a una familia de planos reticulares.

Ahora bien, los planos reticulares que estamos considerando estan separados por
ejemplo una distancia md (siendo d la distancia entre los planos definidos por 8T = 1),
y segtn la primera parte del teorema, habra un vector de la RR de longitud 27 /(md) que
es perpendicular a estos planos.

Esto contradice la suposiciéon de que nuestro R sea el méas corto de los vectores de la RR con
esta propiedad: por consiguiente, la distancia entre los planos reticulares es obligadamente
d, de forma que el conjunto de planos del espacio que verifican que

eKr—1 (1.9)

para el vector R més corto en esa direccién del ER coincide con la familia de planos
reticulares cuya separacion es d.



1.5. PLANOS CRISTALINOS
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FIGURA: Planos reticulares y planos def. por (1.9)

Como consecuencia del teorema, tenemos que todo vector de la RR es normal a una familia
de planos reticulares de la RD.
Ademas, si las componentes de un vector G no tienen un divisor comun (por ejemplo, el vector de
componentes (3,1,0) o el de componentes (1,0,0)) resulta que la distancia interplanar de dichos planos
es inversamente proporcional a |G].

e Lis claro entonces que los planos mas poblados de puntos de la red son aquellos que estan més
separados® y por lo tanto estos planos, que son los més importantes de la red, corresponden a los
vectores de la red reciproca mas pequenos.

e Definimos los tndices de Miller de un plano reticular como las coordenadas del
vector de la RR que sea normal a ese plano y que sea el mas corto (es es, que sus componentes no
tengan ningin factor comdn).

Nota: las coordenadas son respecto a un conjunto determinado de vectores primitivos de la RR, de
forma que los indices de Miller h, k y [ dependen de la eleccion de vectores primitivos {bj, by, bs}.

Notacién para los planos de la red
— Los indices de Miller (h,k,l) o (hkl) se escriben con el signo negativo que pudieran tener sobre el
nimero en cuestion (esto es, si hay que escribir —2 se escribe 2).

— Las direcciones reticulares se especifican entre corchetes cuadrados: [ningns], donde
nia; + noas + ngag es la direccién considerada.

— El conjunto de planos cristalinos de indice (hkl) que se generan con las operaciones de simetria que
dejan a un sistema cristalino invariante se denotan por {hkl}.

De igual manera, < ninons > nos indica el conjunto de direcciones obtenidas al aplicar las
simetrias del cristal a [nijnaons].

5 Ya que la densidad de nodos en la red es constante.
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FIGURA: Notacién para los planos reticulares

e Nota sobre las zonas de Brillouin

Hemos definido la primera zona de Brillouin (PZB) como la celda de Wigner-Seitz del ER. Por
consiguiente, serd la zona del ER contenida por los planos bisecores de los vectores de la RR mas
pequeiios (se trazan los vectores desde el origen de la RR hasta los puntos més proximos de la misma
y luego se trazan sus planos bisectores).

— Por consiguiente, si G es uno de esos vectores de St
la RR, el plano bisector de G estd definido por la ,,--"/
ecuacion ~
k 1G—(1G>2—<1G)2 = 2% G=0G I (s
27 \27/) T2 B : =i
(1.10)
siendo k un vector del ER cuyo extremo esta en dicho '
plano (véase la figura). FIGURA: Frontera de ZB

— Consideremos ahora dos vectores k y k’ del ER, que tengan el mismo modulo. Para que k — k’ sea
un vector G de la RR se tendra que

k-kK=G = I’=+G"-2% -G = 2% G=G? (1.11)

de donde podemos concluir que para que dos vectores del ER de mismo moédulo tengan como diferencia
un vector G de la RR, ambos vectores han de tener sus extremos sobre el plano bisector de G, esto
es, los extremos de ambos vectores han de estar en la frontera de una zona de Brillouin.

FIGURA: Frontera de ZB
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CAPITULO 2
ESTRUCTURAS CRISTALINAS

Es evidente que en la naturaleza no siempre se encuentran redes de Bravais como constituyentes
de los cristales, lo que significard que solamente se repetiria un componente determinado en todo el
cristal.

Los sélidos son estructuras fisicas, y no un conjunto de puntos matematcos. Por eso, un cristal
puede describirse medirse la RB (que nos da la estructura geométrica subyacente en el cristal) junto
con la descripciéon de 4tomos, moléculas, iones, etc. que hay en cada celda primitiva que se repite.

Por lo tanto,

estructura cristalina = red de Bravais + base

donde se ha llamado base al conjunto de atomos, moléculas, iones, etc. que se repiten indefinidamente
para formar el cristal.

El niimero de elementos que tienen la base del cristal puede ser muy grande (en algunos cristales de
proteinas pueden contener del orden de 10° atomos) y lo que importa distinguir aqui es que es la RB
la que nos da la estructura periddica del cristal. Esto nos permitird, posteriormente, en experimentos
en los que se intenta descubrir la estructura de un sélido cualquiera, distinguir entre la contribucién
de la parte periddica (red de Bravais) y la contribucion de la base del cristal.

Por otra parte, esta definicion de la estructura cristalina nos permite clasificar ciertas RB distintas
como variantes de la misma red, pero con distinta base:

— la RB BCC puede considerarse como una estructura cristalina compuesta por una RB SC mas una
base diatémica situada en [0,% (X +y +2)].

—la RB FCC puede considererase como una estructura cristalina compuesta por una RB SC méas una
base de cuatro puntos, [0,% (X+¥),5(y+2),%(z+X)].

2.1. ESTRUCTURAS CRISTALINAS

Expondremos en este apartado algunas de las estructuras cristalinas maéas sencillas, con bases
monoatémica y diatémicas.

A) Estructuras con un solo tipo de atomo

2.1.1. Estructuras cubicas

e Estructura cuabica simple (SC)

Corresponde a una red de Bravais en la que la posicion de los 4tomos coincide con los puntos de la
red.

e Estructura cuabica centrada en el interior (BCC)
La red de Bravais BCC puede considerarse como una estructura cristalina compuesta por una red de
Bravais SC més una base diatomica situada en [0, % (X +y +2)].
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FISICA DEL ESTADO SOLIDO. ESTRUCTURAS CRISTALINAS

e Estructura cubica centrada en las caras (FCC)
La red de Bravais FCC puede considerarse como una, estructura cristalina compuesta por una RB SC
més una base de cuatro puntos, [0,%(X+y),%(y+2),%(Z+%)].

e Estructura del diamante

Consiste en un red FCC con una base doble, [(0, 0,0),§(T+y+ ?)], si bien puede considerarse como
dos redes FCC entrecruzadas de forma que una de ellas se ha desplazado a lo largo de la diagonal
principal de la otra una longitud igual a 1/4 de la diagonal.

La celda convencional es una FCC con base doble. La distribucién de los puntos de la red es la
que cada punto tiene cuatro vecinos méas préximos, situados en los vértices de un tetrahedro.
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FIGURA: Estructura del diamante
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FIGURA y Tabla: Estructura del diamante

2.1.2. Estructuras hexagonales

e Estructura hexagonal simple

En un plano, y como ya se ha comentado, se puede
construir una RB hexagonal (con simetria triangular) si
colocamos los puntos de la red en los vértices de un
hexdgono y en su centro, extendiendo esa distribucién a
todo el plano. Obtenemos una estructura hexagonal simple
situando una segunda capa de puntos desplazada una ,\

r--—-- B

determinada distancia respecto a la primera capa.

Si colocamos un &tomo A en cada punto de la red de
Bravais, la disposicién por capas es AAAA... y la estructura

es una hexagonal simple. H eXagon .,/
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e Estructura hexagonal compacta (HCP)

La estructura hexagonal centrada en el plano puede dar
lugar a otra estructura hexagonal distinta si procedemos
de la siguiente manera:

— colocamos un segundo plano de puntos a una determinada
distancia del primer plano, ubicando cada punto sobre el
centro de cada tridngulo que forman los puntos del primer
plano,

— un tercer plano de puntos se coloca (manteniendo la
distancia entre planos anterior) se forma colocando los
puntos en las mismas posiciones que tienen los puntos en el
primer plano.

La disposicion por capas es entonces ABABAB... y la
estructura es una hexagonal simple con una base doble

[(0,0,0), (3a, 3b, 3c)].

2.1.3. Empaquetamientos compactos

Vamos ahora a suponer que la «base» de la estructura cristalina
es una bola rigida, de manera que la estructura esta formada por un

conjunto de bolas de billar que se repiten.

e FEn dos dimensiones, la forma més compacta de situar las bolas en

los puntos de una RB es la que se presenta en la figura,

e En tres dimensiones, hay dos manera de apilar las bolas, y eso da

lugar a dos estructuras distintas:

2.1. ESTRUCTURAS CRISTALINAS

AsABAB... = HCE

FIGURA: Bolas rigidas
compactadas (2D)

— 1) Hexagonal compacta (HCP, hexagonal close-packed)
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FIGURA: Bolas rigidas compactadas HCP (3D)

Sobre la primera capa, colocamos la segunda capa de bolas, en la que las bolas se situan sobre
los huecos de la primera capa, formando otra estructura triangular como la de la figura, desplazada

respecto a la primera capa.

27
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ABABAB... = HET

La tercera capa se coloca justo encima de las posiciones de las bolas de la primera capa, la cuarta
sobre las de las segunda, etc.

La disposicion por capas es entonces ABABAB... La estructura resultante es una red hexagonal
simple con una base doble [(O, 0,0), (%a, %b, %c)]

Si todas las bolas rigidas son tangentes, se cumple que c/a = 8/3 = 1,6333. Como,
evidentemente, las estructuras cristalinas que se encuentran en la naturaleza no estin constituidas
por bolas rigidas, los valores experimentales que se obtienen para la relacion c/a son cercanos a los
teoricos (c/a = 1/8/3 = 1,6333) pero no exactamente iguales.

Relaciones experimentales ¢/a de sélidos HCP

He 1.633 | Be 1581 | Mg 1623 | Ti 1586 | Zn 1.861

Cd 188 | Co 1.622| Y 1570 |Zr 1514 | Gd 1.512 | Lu 1.586

— 2) FCC

Si la segunda capa de bolas se sitia sobre los huecos de
la primera, pero la tercera capa no se coloca verticalmente
encima de la primera, sino en la otra posicién posible ABC y
se repite para obtener un apilamiento ABCABC..., entonces
la estructura que se obtiene es la FCC.

> Fda

Efectivamente, la FCC tiene el plano (111) compacto, ped ﬂed' B
como se ve puede observar en la figura.
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TABLA: Estructura FCC

2.1.4. Empaquetamientos cuasicompactas

Siguiendo con la idea de ocupar cada punto de la estructura con una bola rigida, una distribucion
menos compacta que las anteriores (HCP y FCC), pero més compacta que la SC por ejemplo, es la
formada por una red cibica BCC cuya base es monoatomica (note que es una RB con base simple,
esto es un cristal de Bravais).

Como ya se ha dicho, la porcion del espacio que ocupan las bolas en esta estructura es menor que
el que ocupan en la HCP y la FCC.

Cristalizan en esa estructura los metales alcalinos (Li, Na, K,...) y otros metales de punto de fusion
elevado (W, Ta, Mo), asi como el Fe, V y Cr.

B) Estructuras formadas por dos tipos de dtomos

Pasamos ahora a comentar algunas estructuras sencillas con bases de dos atomos.

e Tipo cloruro de sodio (NaCl).
Es una red FCC con base doble, [(0,0,0) , (%, 0, 0)]

Figura: Estructura NaCl

El cloro se encuentra en un entorno octaédrico rodeado de a4tomos de sodio. Su coordinaciéon con
ellos es seis. Reciprocamente, sucede lo mismo con el sodio.

e Tipo cloruro de cesio (CsCl).
Es una red SC con base doble, [(0,0,0) , (%, %, %)]
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El cloro se encuentra en un entorno ciitbico rodeado de atomos de cesio. Su coordinacion con ellos

ESTRUCTURAS CRISTALINAS

Figura: Estructura CsCl

es ocho. Reciprocamente, sucede lo mismo con el cesio.

e Estructura tipo zinc-blenda (sulfuro de zinc)

Consiste en una red FCC con una base doble, con atomos A en (0,0,0) y atomos B en

(1/4,1/4,1/4).

Presentan esta estructura los compuestos binarios de los tipos IT1I-V, TI-VI, IV-IV (los nimeros romanos

hacen referencia a los grupos del sistema periodico).
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FIGURA y Tabla: Estructura de la zinc-blenda

5.2

& 04
6. U¢

4.35

5.4,

2.2, OTRA MANERA DE CLASIFICAR LAS ESTRUCTURAS CRISTALINAS

Vamos a estudiar ahora algunas estructuras cristalinas importantes, que aparecen al estudiar un
sinntimero de compuestos fisicos.

A) Estructura del diamante

Consiste en un red FCC con una base doble, [(0,0,0),% (Z+ 7+ 2)], si bien puede considerarse
como dos redes FCC entrecruzadas de forma que una de ellas se ha desplazado a lo largo de la diagonal

principal de la otra una longitud igual a 1/4 de la diagonal.

La celda convencional es una FCC con base doble. La distribucién de los puntos de la red es la

que cada punto tiene cuatro vecinos méas préximos, situados en los vértices de un tetrahedro.
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FIGURA: Estructura del diamante
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FIGURA y Tabla: Estructura del diamante

B) Estructura tipo zinc-blenda (sulfuro de zinc)

Consiste en una red FCC con una base doble, con atomos A en (0,0,0) y atomos B en
(1/4,1/4,1/4).

Presentan esta estructura los compuestos binarios de los tipos I1I-V, II-VI, IV-IV (los nameros romanos
hacen referencia a los grupos del sistema periodico).
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FIGURA y Tabla: Estructura de la zinc-blenda
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C) Estructuras compactas

e En dos dimensiones, si imaginamos los puntos de una RB como
bolas rigidas (bolas de billar), la forma mas compacta de situarlas es
la que se presenta en la figura,

e En tres dimensiones, hay dos manera de apilar las bolas, y eso da
lugar a dos estructuras distintas:

— 1) Hexagonal compacta (HCP, hexagonal close-packed)
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ABARAB... = HET

La segunda capa de bolas se sittia sobre los huecos de la primera capa, formando otra estructura

triangular como la de la figura, desplazada respecto a la primera capa.
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2.2. OTRA MANERA DE CLASIFICAR LAS ESTRUCTURAS CRISTALINAS

La tercera capa se coloca justo encima de las posiciones de las bolas de la primera capa, la cuarta

sobre las de las segunda, etc.

La disposiciéon por capas es ABABAB... y la estructura es una hexagonal simple con una base

doble [(0,0,0), (3a,3b, 3c)].

Si todas las bolas son tangentes, se cumple que ¢/a = /8/3 = 1,6333.

Evidentemente, las estructuras cristalinas que se encuentran en la naturaleza no estan constituidas
por bolas rigidas, de manera que experimentalmente se obtienen relaciones ¢/a muy cercanas a la

teorica, ¢/a = /8/3 = 1,6333, pero no exactamente iguales.

Relaciones experimentales ¢/a de sélidos HCP

He 1.633 | Be 1.581 | Mg 1.623 | Ti 1.586 | Zn 1.861
Cd 188 | Co 1.622| Y 1.570 |Zr 1514 | Gd 1.512 | Lu 1.586
— 2) FCC
Si la segunda capa de bolas se sitia sobre los huecos de
la primera, pero la tercera capa no se coloca verticalmente
encima de la primera, sino en la otra posicion posible ABC y
se repite para obtener un apilamiento ABCABC..., entonces
la estructura que se obtiene es la FCC.
Efectivamente, la FCC tiene el plano (111) compacto,
como se ve en la figura.
RBAABA.
[ 2 N{
u.
AL
@ a_
>
‘ {
Ao
0

TABLA: Estructura FCC

e Fda
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D) Estructuras cuasicompactas

Estan formadas por una red ciibica BCC cuya base es monoatémica (es una RB con base simple,
esto es un cristal de Bravais).

Cristalizan en esa estructura los metales alcalinos (Li, Na, K;...) y otros metales de punto de fusion
elevado (W, Ta, Mo), asi como el Fe, V y Cr.

E) Estructuras de haluros alcalinos

1) Tipo cloruro de sodio (NaCl).
Es una red FCC con base doble, [(0,0,0) , (%, 0, 0)]

Figura: Estructura NaCl
El cloro se encuentra en un entorno octaédrico rodeado de atomos de sodio. Su coordinacién con

ellos es seis. Reciprocamente, sucede lo mismo con el sodio.

2) Tipo cloruro de cesio (CsCl).
Es una red SC con base doble, [(0,0,0) , (%, %, %)]

Figura: Estructura CsCl

El cloro se encuentra en un entorno cibico rodeado de dtomos de cesio. Su coordinacion con ellos es
ocho. Reciprocamente, sucede lo mismo con el cesio.
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2.3. DETERMINACION EXPERIMENTAL DE LAS ESTRUCTURAS CRISTALINAS

En general, se puede resumir que:

— los metales y los gases nobles: presentan estructuras compactas y cuasicompactas

— en los semiconductores: son muy habituales las estructuras del diamante y zinc-blenda

— los haluros alcalinos: cristalizan en las estructuras del cloruro de sodio y del cloruro de cesio.

Como vemos existe una cierta interrelacion entre la conductividad eléctrica de los s6lidos y sus
estructuras cristalinas.

Para terminar esta discusién acerca de las estructuras cristalinas, hay que hacer notar que en
general los cristales que aparecen en la naturaleza no coinciden exactamente con las estructuras
matematicas estudiadas aqui. Estas imperfecciones cristalinas pueden ser de diversos tipos. Un
tipo de ellas pueden ser los defectos en los que un i6n de la red desaparece, dejando un hueco en la
red (una wvacante). Si se hace un estudio termodinadmico (como se hard mas adelante) se ve que hay
motivos para que estos defectos estén siempre presentes en un cristal. Sin embargo, los cristales suelen
ser del orden de 10* veces mas impuros que los que la termodiniamica impondria, y se ha observado
que los avances en la purificacidon de los cristales hacen patentes nuevas propiedades fisicas de interés.

2.3. DETERMINACION EXPERIMENTAL DE LAS ESTRUCTURAS
CRISTALINAS

Nota: Puede leerse en la web algo de informacién acerca de otras técnicas para la determinaciéon
de las estructuras cristalinas. A guisa de ejemplo,
— Método de microscopia de emisién de campo (FEM)
en en.wikipedia.org/wiki/Field emission_ microscopy

— Método de microscopia tunel de barrido (STM)
en en.wikipedia.org/wiki/Scanning _tunneling microscope

En determinadas circunstancias es posible construir una imagen microscopica directa de la
estructura del cristal. En general, se trabaja con técnicas de difraccion de «sondas» cuyas longitudes
de onda' sean del orden del espaciado de los a&tomos en un cristal (del orden, pues, de 1078 cm o 1 A)
Los resultados de esta difraccién nos permiten estudiar la estructura de dichos cristales, de forma que
podemos determinar el tamano de la celda unidad, la posicién de los iones y la distribucién de los
electrones dentro de la celda.

Las radiaciones «sonda» a las que se somete el sélido son distintas dependiendo de qué propiedad
fisica interese estudiar.

1. Las ondas electromagnéticas (OEM) interaccionan con las cargas del cristal, basicamente con
los electrones del mismo.

2. Asi, los neutrones son particulas neutras magnéticas que interaccionan con los nucleos y con
los electrones «magnéticosy de un solido (esto es, con los que dan lugar a sus propiedades
magnéticas) y por consiguiente su difraccion es una técnica valiosa en los estudios de cristales
magnéticos.”

! Esta longitud de onda es la que se obtiene de la relacion de de Broglie, A = h/p.
2 Esta difraccién de neutrones puede ser de varios tipos:
(a) elastica coherente, debida a los nucleos (mejora la eficiencia de los rayos X para atomos ligeros y da informacion acerca de la
distribuciéon de los momentos magnéticos en el solido);
(b) elastica incoherente, si hay una distribucion aleatoria de los distintos isdtopos de los elementos que forman el cristal;
(c) inelastica, con los fonones del cristal (donde hwgonon ~ Eneutron )-
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3. Por otra parte, los electrones son particulas cargadas que interaccionan fuertemente con la
materia; esto quiere decir que penetran relativamente poco en el cristal y pueden ser itiles para
el estudio mediante difraccién de las propiedades de las superficies de sélidos y de cristales muy
delgados. De hecho, un microsopio electrénico de poder de resolucion de 1 A puede permitir
distinguir los planos de cristales laminares como el grafito,® pero no puede utilizarse para una
determinacioén directa y precisa de estructuras cristalinas tridimensionales desconocidas.

Ahora bien, en los procesos de interaccién o «scattering» de una de las radiaciones con el solido
podemos distinguir cuatro etapas:

= interaccién con un electrén

» interaccién con un atomo (estas dos etapas dependen de la radiacion)

= interaccién con una celda

» interaccion con el cristal completo (estas dos tltimas etapas son independientes de la radiacion)

v mientras que las OEM interactian basicamente con los electrones del cristal, los neutrones lo
hacen con los nicleos (si el material no es magnético) y los electrones interactiian con electrones y
nicleos del sélido.

Como ya se ha dicho, la longitud de onda de las radiaciones a las que se suelen someter los cristales
ha de ser del orden de magnitud, o menor, de la separacién entre los 4tomos. Para ello es util dar unas
relaciones entre la energfa de las particulas que utilizaremos como radiaciones y sus longitudes de onda
(como se ha dicho, la longitud de onda es la que se obtiene de la relacion de de Broglie, A = h/p).

. 2.4 Folowy

ol il (REF)
LX) S % e..-"". b (0.04 )
S LR " dedbuen (100 0
FIGURA de ) frente a E.
= Fotones: 1.4
AMA) = (k,V) o lo que es equivalente 1A 12,4 keV
e(ke
= Neutrones
0,28 .
MA) = —— o lo que es equivalente 1A < 0,08 eV > 4000 m/s
e(eV)
= Flectrones
12
MA) = W o lo que es equivalente 1A < 150 V7 x 10° m/s
(e

3 Cuya distancia interplanar es de 3,4 Ay la distancia entre vecinos méas cercanos es de 1,4 A .
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2.4. FORMULACION DE VON LAUE PARA LA DIFRACCION DE RAYOS X POR
CRISTALES

El problema tratado por Laue es el siguiente: dada una direccion de la onda incidente, calcular las
direcciones de las ondas que salen del cristal,

El esquema es, pues el siguiente:

FIGURA Esquema Laue.
Para resolver el problema, vamos a suponer que la respuesta del cristal es lineal, esto es, que

w = w'.* Por lo tanto, también se cumple que k| = |K/|.

a) Red de Bravais (o cristal de Bravais)

La onda plana ge incide en el cristal la podemos escribir como
E(r) = Ege!(kr—wt),

Si esta onda incide sobre un punto p que produce su difraccion (esto es, la onda «colisionay en ese
punto) entonces la forma de la onda difractada es

elkr ) ei(k~r—wt)

E; = CE(p)— = CEye’*P

r r

para puntos muy alejados del punto de colision. Los factores que incluyen las partes angulares y los
detalles del punto de colisién los incluimos en el factor C. Supondremos que el campo eléctrico no se
amortigua en todo el cristal, esto es, que el cristal es suficientemente pequeno.®

pre = &

FIGURA: Esquema de la pantalla de observacion.

Sabemos que si la distancia a la pantalla es suficientemente grande, que

—

r~ L — pcos(p,L)

* Este tipo de «scatteringy elastico es llamado de Thomson. El «scatteringy» inelastico es debido al efecto Compton (estudiado

en asignaturas precedentes).

5 En todo caso, para dar una idea de érdenes de magnitud, es conveniente conocer que la longitud de penetracién de un rayo
X en un so6lido depende de la composiciéon y estructura del mismo y de la energia del fotén, pero tipicamente puede ser del orden
de 1 cm.
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y por lo tanto

i(k- i ilk-p—kpcos (p,L
pl(keptkr) _ elkLe[ p—kpcos (p )]

y dado que L tiene practicamente la direccion de k/, y como k = &/, nos queda

ei(k-p—&—lm‘) _ eikLei(kp—k’~p) _ eikLe—i(p-Akz) Ak = k' — k

L

Notese que el paréntesis no depende del punto p que produce la difraccion.

CE, ikL ,—iwt .
E; = <Oe€> e~io Ak (donde se ha sustituido r por L).

Es claro que si nosotros estamos haciendo incidir un haz de reyos X sobre una red, cada punto de
la red contribuira a la difraccion, de manera que si R es un vector de la RD,

C EqetkLl g—iwt ) ) ) -
Etotal _ |: 0 7 Z e—zR-Ak Etotal x A= Z e—zR-Ak _ Z 6—z(n1a1+n2a2+n3a3) Ak
R R

ninans

Este sumatorio de las fases, A, recibe el nombre de amplitud de difraccion.

Si suponemos que el cristal es finito, con N3 celdas primitivas, entonces n; € [0, N| tenemos la
expresion
A _ § e—i(nlal~Ak+n2a2-Ak+n3a3-Ak)

ninsng
que es un maximo cuando, para todo R, se cumpla que
R Ak =27mentero < a;-Ak =2mentero =— A, = Z 1= N3,
ninaong

Si esa condicién no se cumple, entonces A toma un valor mucho menor y si el cristal fuera infinito,
entonces A = 0 salvo que se cumpla que a; - Ak = 27 entero.

Por consiguiente, para una red de Bravais la difraccién de un haz de rayos X de direccion k sera
en aquellas direcciones k/ = k + Ak tales que

al-Ak:27rh
as - Ak =21k hk,leZ (2.1)
a3~Ak:27rh

Esta condicion, llamada ecuacion de Laue, es una condicién necesaria y suficiente para una red de
Bravais.

b) Cristales con base (estructura cristalina)

Supongamos ahora que hay s atomos (iones o lo que -~
fuera) en cada celda, con una densidad electronica continua,
y especifiquemos por

=4
.

P55

s 8

)
0j = 015Q1 + 025a2 + 03;a3 7=0,1,2,...,s \ .
- -
las coordenadas de cada unos de esos dtomos respecto del
punto de la red R = nja; + n2az + nzas. Esto es, si p; es
el vector de posicién de uno de los 4tomos de la base,

|

FIGURA: Base.
pj =R + 0j.
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Ahora bien, los electrones se distribuyen de manera
continua en el cristal, de forma que si llamamos n; la /y?
densidad de electrones debida al Atomo j, esta densidad
en el punto p vale nj(p — p;) = n;(p — R — 0;). Esto nos !
quiere decir que la densidad total de electrones en un punto ] Cy
p del interior del cristal es «

fid Dl’ h‘m)

By

s FIGURA: Base.
n(p) = an(p—R—aj) = Z an(p—mal—nag—ngag—aj).
R.j

ninang j=1

La amplitud de difraccién, para este caso en que la carga es continua, se puede escribir como

Asi = / 4V n(p)e= bk
todoelcristal

S
—ip-Ak
= g E / dV nj(p —nia; —nag —nzag —oj)e” PN
todoelcristal

ninzng j=1

Llamando p;- = p — R — 0; a la distancia del 4&tomo j al punto p nos queda

—ipy A —ioj ’ - —i(oj .
AAk N Z Z [/todoelcristal dv nj(p‘/j)e " ' ¢ ( 7+R) - = Z Z-fje ( J+R) Ak

ningnz j=1 ningng j=1

= [ Z e—iRAk] zs:fj e~ Ak |
j=1

nin2ns3

donde fj= [ . . . . dV nj(p)e_ip'Ak es el factor de forma atomico («mide» de alguna manera
la forma del «atomoy) y

S
SAk — Z fj e—iO'j-Ak
j=1
es el factor de estructura de la base.

Como se ve, nos ha quedado una expresiéon en la que aparece un producto de:

— un corchete [...] que toma el valor N3 si se cumple que Ak - R = 27 entero, y que es
practicamente nulo en cualquier otro caso

— el factor de estructura de la base, Sax = ijl fi e~9'Ak " que se obtiene de los factores de
forma de los Atomos que constituyen la base de la estructura del cristal.

En resumen:

Aprk = N3 SAk si Ak cumple la ecuacion de Laue. (2.2)

Dado que la amplitud de difraccién que hemos obtenido es el producto de la que obtuvimos antes
para la RB por un factor de estructura, esta ecuacion nos dice que el factor de estructura puede
cancelar algunas de las direcciones que estarian permitida en una RB, de forma que la carencia de
estas difracciones en un diagrama experimental nos puede permitir dilucidar qué estructura cristalina
estamos tratando.

Ademés, como en la definicién del factor de estructura Sax entra el factor de forma atoémico fj,
para una base cuyos dtomos tengan un factor de forma distinto podemos diferenciar la existencia de
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dtomos distintos en base a las distintas intensidades relativas que se observen experimentalmente en
los picos de difraccion.®

2.5. RELACION ENTRE LA FORMULACION DE LAUE Y LA RED RECIiPROCA

e Como hemos visto, para obtener un pico de difracciéon en una direcciéon determinada k' = k + Ak
(siendo k la direccion de la OEM incidente), ha de verificarse que

kR _ g VR € RB.

Pero justamente esa es la definicion de que el vector Ak pertenezca a la red reciproca.
Por tanto,

En la difraccion de rayos X por una estructura cristalina, habrd rayos difractados en todas aquellas
direcciones en las que el intercambio de vector de onda Ak de la OEM sea justamente igual
a uno de los vectores G de la red reciproca, salvo que parar ese valor de G el factor de estructura
de lo misma sea nulo.

Por tanto, la difraccion de rayos X de un cristal es una medida directa de la red reciproca del
mismo, y la existencia de extinciones para ciertos valores de G (esto es, que Sg = 0) nos revela la
existencia de una base en el cristal.

N 1
e Ademss, como k — k' = —G, tenemos que k2 = k> =G?>+k* -2k -G = k-G = §G , 0 lo que
es igual:

la componente del vector de onda de la OEM incidente a lo largo del vector Ges igual a G/2. Por
consiguiente, para todo vector G podemos construir un plano bisector” tal que los vectores k y K’ estdn
sobre dicho plano, de acuerdo con la figura.

ONLEA w2
; G

fo. rocl mr(hxmi S O AR T ! o’

FIGURA: Plano bisector de un G de la RR.

e Finalmente, se han definido las zonas de Brillouin como aquellas regiones del espacio reciproco que
quedan en el interior de los planos bisectores de los vectores de la RR. En consecuencia, los vectores k
(y solamente ellos) que partan del origen del ER y terminen en una FZB se difractan segtin el vector
k’ que se ha presentado en la figura anterior.

5 Tanto el factor de estructura S como la amplitud de difracciéon A no necesitan ser reales, ya que la intensidad de la onda
difractada va como el cuadrado de A (esto es, A*A) y de S.

7 Paralelo, pues, a un plano de Bragg en la RD. Como los vectores de la RR son perpendiculares a familias de planos reticulares,
el plano de Bragg nos da qué familias de planos de la red difractan la OEM de vector de onda k y lo convierten en k’.
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2.6. UNA FORMULACION ALTERNATIVA

Se puede plantear la difraccién de la radiacién por un cristal de una manera alternativa. Para ello,
si llamamos V' (r) a la energia potencial con la que el cristal «recibe» a la sonda o radiacion que se
hace incidir sobre él (que es la causante de la difraccion), tenemos que V(r+R) = V(r), VR € RD.
En la aproximacion de Born,® la probabilidad de transiciéon de un estado inicial ¥y a otro estado ¥y
es proporcional al cuadrado del elemento de matriz

My = /dr\I/f{/(r)V(r)\Ifk(r)

y si consideramos que los estados inicial y final son ondas planas,

. . . . , V S' k/ _ k — G
M = [ e S oSk =50 [areteeare L [V 4K ke
el el 0 en cualquier otro caso

La magnitud del elemento de matriz My depende de Vgy ésta del tipo de radiacion a la que se
somete el cristal.

- Para electrones rapidos, V(r) sera el potencial local que sufre el electrén en el sdlido
- Para rayos X, V(r) ha de ser la densidad electronica local

- Para difraccion de neutrones, sera la distribucién de los niicleos en el espacio® y, como en
general en el cristal hay distintos is6topos, habra «scattering» incoherente con un fondo de difracciéon
difuso ya que los distintos isdtopos tienen diferente seccion eficaz para los neutrones. Ademaés, incluso
en cristales con poca mexcla isotopica, los neutrones «sienten» las distintas orientaciones del espin de
los nticleos, que suele variar segin las posiciones que ocupan en la estructura cristalina.'®

- En el caso de electrones lentos (LEED), de unos 20 a 200 €V, la situacion se complica ya que
en ese caso los electrones tienen una seccién eficaz muy grande cuando interacttian con los &tomos.
Por esa razon la teorfa cineméatica (en la que se considera una tnica dispersion o scattering y que es
adecuada para los rayos X) no describe bien los procesos, y hay que tener en cuenta la posibilidad de
que sufran varias dispersiones (o varios procesos de scattering), lo que conlleva que los calculos sean
complicados. Esto significa que hay que considerar también la interaccién entre los haces incidentes y
difractados (por consiguiente, haria falta describir el sistema mediante una teoria dindmica). Debido
a esa fuerte interaccion esta técnica es especialmente sensible, por lo que resulta ttil para el estudio
de las estructuras superficiales,

Los resultados obtenidos con cada tipo de sonda, claro esta, han de ser interpretados de distinta
manera. Asi, en el estudio de cristales ferromagnéticos la difraccion de neutrones puede mostrar celdas
unidad distintas (véase en la figura una posible distribucion de los espines en un material de ese tipo)
a las que se obtendrian con difraccién de rayos X.

FIGURA: orden magnético en un material.

8 Vease el apartado correspondiente en la asignatura Fisica Cudntica II.

% En este caso, pues, tendremos una distribuciéon de V(r) de tipo «funciones» delta de Dirac.

% Un ejemplo tipico es el caso de los cristales ferromagnéticos, en los que la difraccién de neutrones puede msotrar celdas unidad
dstintas a las obtenidas con difraccion de rayos X.
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2.7. DISPOSITIVOS EXPERIMENTALES SUGERIDOS POR LA CONDICION DE
LAUE

Una OEM incidente en un cristal con vector de onda k sara lugar a un pico de difraccion si y
solamente si el extremo del vector k esti en un plano de Bragg del espacio reciproco. Por consiguiente,
para un k cualquiera no existiran picos de difraccion en general, por lo que conviene disenar equipos
experimentals que permitan varias k.

Habitualmente se utilizan dos procedimientos:
a) se varfa el mddulo de k, mediante variacion de la longitud de nda de la OEM incidente.
b) se varia la direccidn de k (por ejemplo, girando la muestra cristalina.

Para visualizar con mayor laridad estos métodos experimentales, es conveniente trabajar con a
construccion de FEwald. Para ello, en el ER se traza una esfera (de Ewald) de radio k y centrada
en el extremo del vector k . Suponemos que un vector G de la RR estd sobre la esfera de Ewald.
Entonces, la tnicas difracciones permitidas vendris determinadas por la familia de planos reticulares
perpendiculares a G.

FIGURA: Esfera de Ewald

Si existe un punto de la RR que esté en la esfera de Ewald, es claro que el vector k’ que une ese
punto con el centro de la esfera es un vector que cumple que —Ak=k — k' = G €RR.

Por otra parte, estd claro que para un vector cualquierak la esfera de Ewald no ha de incluir
en general ningin punto de la RR. Pero si variamos la direcciéon de k o su magnitud si podremos
conseguir que (para alguno de esas direccciones o modulos de k) la esfera incluya algan punto, que
definira una posible direccion de difraccion de la OEM incidente.

1.- METODO DE LAUE

Si  utilizamos rayos X  no L 2URU S
monocrométicos, sino de un rango
de longitudes de onda de A; a g,
entonces los vectores de onda esén
comprendidos entre kg = 27/Ag
y ki = 2w/)\. Utilizando un haz
paralelo de rayos se obtendrin picos
de Bragg en aquellas direcciones que
estén definidas por los puntos de la
RR que haya entre las dos esfera de
Ewald, la correspondiente a ko y la
que estd asociada a ki. FIGURA: dos esferas de Ewald
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S
2.- METODO DEL CRISTAL ROTATORI S e ; i
En este caso se fija la direccion del haz de : o F 4 ‘*:.\..
rayos X monocromatico mientras que el cristal se ’ e -» +
. . . N ¢
gira alrededor de un eje fijo. K \/
En este montaje experimental, la RR gira con . 0 ——&"‘F
el cristal y los picos de difraccion obtenidos son S o v Méb
aquellos en los que, al girar, los puntos de la RR =3 i s walal tat i
intersectan la esfera de Ewald (que gira). R v - -
”~ - Ed
Los puntos de la RR giran alrededor de su -.

origen (al igual que el cristal gira respecto a un eje
fijo), de manera que lo puntos de la RR describen
circunferencias (véase la figura).

FIGURA: esfera de Ewald que gira

3.- METODO DEL CRISTAL POLICRISTALINO, EN POLVO O DE
DEBYE-SCHERRER

En este caso la muestra es un cristal policristalino o en polvo, con granos o microcristales muy
grandes a escala microscopica, y por tanto con capacidad para difractar los rayos X.

Como estos pequeiios cristales estdn orientados al azar, el diagrama de difracciéon de este
experimento serd una combinacion (esto es, un promedio) de todos los diagramas obtenidos para
cualquier orientacién de un monocristal. Por lo tanto, podemos obtener las posibles direcciones de
difraccion de igual manera que en el caso anterior, salvo que ahora los vectores de la RR no giran
definiendo una circunferencias, sino que definen una esfera completa.

Asi, si el moédulo del vector G de la RR que estamos considerando es menor que 2k, cortard a la
esfera de Ewald y habra un cono de direcciones de difracciéon.!' Para cada vector de la RR que cumple
que |G| < 2k se obtiene un cono de radiacion difractada a un dngulo de la direccion de incidencia

(2.3)

De esta forma, si conocemos experimentalmente los valores de los distintos ¢ podemos evaluar los
modulos de los vectores de la RR cuyo médulo sea menor que 2k.

<ealal. 20 = @
polienstabive o

AR
FIGURA: Debye-Scherrer

Todos los vectores G de la RR que verifiquen la ecuacion (2.3) daran lugar a difraccion.

1 Este cono corresponde al corte de la esfera de Ewald con la esfera obtenida al mover G el punto de la RR en todas las

direcciones del espacio (refleja que la medida experimental estd promediando en todas las direccciones de la RD ya que en la
muestra en polvo hay cristalitos orientados en todas las direcciones posibles.
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A) FACTOR DE FORMA

FISICA DEL ESTADO SOLIDO. ESTRUCTURAS CRISTALINAS

FIGURA: Debye-Scherrer

FACTOR DE ESTRUCTURA

En la expresion que se ha usado para definir el factor de forma f;,

fi= / dV nj(p)e PRk
todo el cristal

de manera que f; depende del ntimero y la distribucion de los electrones en el 4tomo, asi como de la

longitud de onda y angulo de dspersion de la OEM.

Calculemos f; para un 4tomo que tiene una distribucion esférica de carga electrénica. Entonces,

2y
N

d(cosa)/ drr?ng(r)e”rGeose = 277/ drr®n;(r)
0 0

(r) sin(Gr) '

:47r/ dr
0

Si todo el atomo estuviera localizado en r = 0,'* entonces como sin o/ — 1 si a — 0, se tiene que

Podemos, pues, interpretar el factor de forma atémico como la relacién entre la dispersion por
a la dispersién que darfan Z electrones situados en el origen de

la densidad electronica real frente
coordenadas, r = 0.

Resulta ser que la dispersion de rayos X se puede ajustar bastante bien mediante los factores
de forma de los 4tomos libres, de manera que en muchos calculos podemos utilizar una f; evaluada
mediante la densidad n;(r) de un atomo libre (p.e., con un célculo Fermi-Thomas o Hartree-Fock).

Para el aluminio, y con un célculo utilizando la densidad electronica HF, se obtienen los resultados

de la figura.'?

12 Fge seria el caso si sin a/X — 0, que es lo mismo que A — oo y la OEM «notay» al 4tomo como si fuera un punto en el eapacio,

Gr

fi= 471'/ drnj(r)TQ =Z.
0

con toda la carga electréonica concentrada en él.

13 Fnla figura se representa en las abscisas sin /), de acuerdo con la forma més usual de escribir la ley o formula de Bragg,

nA = 2dsin 6.
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Fader de

forme.
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Factor de forma del alumnio (y calculo HF)

B) FACTOR DE DEBYE-WALLER

Al aumentar la temperatura del cristal, disminuye la intensidad de los picos de difraccion, si bien
su anchura angular se mantiene. Ese asunto, si es posible obtener picos de difraccién bien definidos en
cristales en los que los iones se mueven al azar térmicamente, ya se discutia en tiempos de von Laue.

Intinsidad j.
N 2% avan s P q.’
{“4\. Tntensi dad  da log
\;:\\""-.. e reflurionss de myos z
h.. \_.. . .. 6o ‘L HQ.
-
.. "-.(?oﬂ
...(’"]

i A A A L T{.K}
R %o Geo Wo 250 e 350

FIGURA: Factor de DW para el aluminio

En efecto, debemos discutir si eso es posible con movimientos de los iones de hasta un 10 % del
espaciado interatéomico a temperatura ambiente, esto es, si las posiciones de los iones no son valores
fijos, o, sino que varian en el tiempo, 0;(t) = o; + u;(t), donde u;(t) es la separacion del ion de su
posicién de equilibrio. En nuestra expresion para la amplitud de difusién,

s s
Ak = N38Ak - N3 Z f:7 e—iaj(t).Ak - N3 Z f] e—iO'j-Ak e—iuj(t)Ak'
P =1
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Si los iones oscilan independientemente unos de los otros,'* en Aayx aparecen términos que podemos
promediar temporalmente para obtener

(Apx) = N3 ZS: £ o105 Ak <e—iuj(t).Ak> _

j=1
Si |u;(t)| es suficientemente pequeno,
; 1 1 1
(@A) o1 =i (Ak - w) — 5 (Ak-w)?) = 1= SAR? (u? cos? 6) = 1 — ZAK? (u?) = 76 (74,

donde hemos usado que (u? cos? 0) = (u?) = % (uf +u3 +uj) = % (u?). Por consiguiente,
I = (Ani)? = Ip e~ 3{u?)2K

siendo Ij la intensidad que se obtendria en el caso de la red rigida.

El factor exponencial se llama factor de Debye-Waller. Vemos que la intensidad del pico de
difraccién disminuye, pero no de manera dramaética, lo que permite que, a pesar de los movimientos
de los iones, se puedan estudiar las estructuras cristalinas a temperatura distintas de cero. Ademas,
el factor de DW disminuye la altura de los picos de difraccién, pero no su anchura.

e Vamos a estimar el valor del factor de DW. Para ello supongamos que los iones, de acuerdo
con el modelo de Einstein, son osciladores independientes de frecuencia wg. Si C' es la constante de
fuerza o de muelle del oscilador, tenemos por el teorema de equiparticién clasico,

1 1
() = 30 () = M () = SkaT = Lo = Toe” (07010

si estamos a temperaturas suficientemente altas.

En el extremo contrario, a muy bajas temperaturas ("= 0 K, cero absoluto), podemos hacer una
evaluacion aproximada del efecto de la energia del punto cero,

3 _
<Ep> = Zhwg — Ipunto cero = lpe (hG2/2MUJO)7

donde hemos considerado el que la energia del punto cero es fiwg /2.

Estas intensidades se pueden estimar dando valores posibles a las magnitudes que aparecen en
las expresiones. En ordenes de magnitud, si tomamos G = 10° cm™!, wy = 104 571, M = 10722
g, obtenemos que Ipunto cero =~ 0,9 y que Igasico = 0,96. Estas estimaciones, muy aproximadas, nos
indican que en principio se pueden medir picos experimentales de difraccién bien definidos.

Efecto Moéssbauer. Los argumentos para discutir el factor de DW también se pueden
usar para la emision «sin retroceso» o «elastica» (en inglés, «recoilless») de un rayo 7 por
nicleos ligados al cristal (el llamado efecto Mdssbauer).

En esta emisién, el espectro puede presentar lineas muy estrechas de emisién, que no
parecen haber sido «ensanchadas» por el movimiento térmico del i6n del que forma parte
el nicleo en la red. Para vibraciones uq pequenas, la fraccion del espectro en esas emisiones

eldsticas (o sin retroceso) es proporcional a'® 1— % <(k7 . uq)2>, donde k, es el vector de
onda del foton . Esto nos da lugar a otro factor de DW como el que se ha discutido para

14 Este es el llamado modelo de Finstein, que se estudiard en el tema de dindmica de la red cristalina. Es valido a altas
temperaturas.

15 De acuerdo con el célculo realizado para el factor de DW de la difraccion de rayos X, en el limite de amplitudes de vibracién
suficientemente pequenas.
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los rayos X, que hace disminuir la intensidad del pico de la emisién ~ sin retroceso, pero
que no lo ensancha apreciablemente.

Este resultado se puede interpretar como que una gran parte del momento que el &tomo
o i6n adquiere al emitir un rayo ~ se transfiere enteramente al cristal como un todo. La
pequena parte restante se transforma en fonones, de forma que la transferencia de energia
ensancha la linea de la emisién 7. El factor de DW asociado a la vibracién de la red mide,
de alguna manera, la proporciéon de emisiones vy sin retroceso que emite el cristal.

El hecho de que el efecto Mossbauer dé lineas tan estrechas es muy 1til para el estudio
de campos magnéticos en moléculas y solidos.'®

C) FACTOR DE ESTRUCTURA

1. Factor de estructura de la BCC (considerada como una SC con base doble)

Supongamos que la red BCC la construimos como la SC con una base de dos atomos iguales,

uno en (0,0,0) y otro en (%, %, %) Recordando que

s
Sag = Z fj e G b; - a; = 271'51‘]‘
j=1

nos queda que en este caso

S
Sa =) fie "% =f |14 T =5,
7j=1

por lo que

si  h+k+1[=Iimpar e tmimpar — _q Spi =0
si h+k+1=par eI = 1 Sp = 2f
Luego la estructura BCC tiene extinciones para h + k + [ = impar. Como ejemplo, se puede

pensar en el plano (100), donde la diferencia de fase entre cada uno de los rayos difractados por
cada plano cristalino es igual a 7.

I:I bl parm A xl.f.'a_—.. 3 (100)

Acferanua 4t Free 7T wte  mda s

v
r——— 9~ a de Aoy rau?o;

FIGURA: Difraccién plano (100) de la BCC

16 De una manera mas formal, se podria decir que en un proceso descrito por la regla de oro de la teoria de perturbaciones
dependientes del tiempo (véase la asignatura Fisica Cudntica IT) en el que el estado final del sistema hay al menos una particula en
el continuo de energias la probabilidad de transiciéon por unidad de tiempo es proporcional al producto del cuadrado del elemento
de matriz de la transicion por la densidad de estados de los estados finales resultantes.

En la difraccién de rayos X por cristales y en el efecto Mosbauer, la energia del rayo X saliente es mucho mayor que las energias
de excitacion de la red, de manera que en el espacio de fases hay muy poca diferencia entre el espectro elastico y el inelastico. En
consecuencia, no hay un ensanchamiento excesivo de los picos, si bien sus intensidades disminuyen.
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2. Factor de estructura de la FCC (considerada como una SC con base de cuatro dtomos)
Supongamos que la red FCC la formamos a partir de una SC, con una base de cuatro dtomos

iguales, uno en (0,0,0) y otros en (0,3, 3), (3,0,3) y en (3,3,0). En este caso

s
Sc = Spu = ij e—iG~aj =f |1+ e—iTr(/c—l—l) + e—i7r(h+l) + e—iTr(h-‘,—/c) )
j=1

Por tanto,

si  h,k,l = pares o impares St = 4f
si  h,k,l = dos pares y el otro impar Shi =0

si  h,k,l = dos impares y el otro par Shir =0

Luego la estructura FCC también tiene extinciones de todas las reflexiones en las que la paridad
de (h,k,1) sea distinta.

Eso se observa en la figura en la que aparecen los espectros de difraccion de rayos X del
KCl y del KBr (ambos ienen la estructura del NaCl: como los iones CI~ y K% tienen la
estructura electrénica del Ar, el KCI se comporta como una estructura SC cuya cosntante de la
red es a/2 frente a los rayos X.

1Qoe)
we (¥
(220}
i) o) O
- - . A\ A e - Qsﬁ\ct‘d\o
e del CiNa
ke (Fec) (Fec con
base deble )
(ko)
)

I T

To" ot * '... .‘l ;o w a

Difracciéon de rayos X de KCl y KBr

48



CAPITULO 3

ELECTRONES EN UN POTENCIAL PERIODICO. TEOREMA
DE BLOCH

De acuerdo con lo que hemos expuesto en la Introduccion, vamos a tratar el sélido como un
conjunto de entidades que podemos separar claramente en dos grupos:

1. los iones, que se encuentran cargados positivamente y cuya distribucién espacial da al cristal su
estructura periddica.

2. los electrones, que se mueven dentro del potencial creado por los iones y por ellos mismos.

Haremos dos suposiciones fundamentales:
— (a) Los iones estan quietos en sus posiciones de equilibrio

— (b) Los electrones tienen movimientos independientes unos de otros.

Veremos méas adelante que la aproximacion de Born-Oppenheimer o adiabatica justifica la
suposicion (a), ya que la diferencia de masas entre los iones y los electrones nos permitird separar
y hacer independientes ambos movimientos.

Respecto al punto (b) hay que decir que la periodicidad de la RB es del mismo orden de magnitud
que la longitud de onda de de Broglie de los electrones en el modelo de electrones libres. Asi, pues, es
necesaria una descripcion cuantica de esta periodicidad. Por otra parte, lo tinico que podemos decir
respecto al potencial efectivo U(r) que actua sobre los electrones es que, si el cristal es perfecto, el
potencial debe satisfacer la ecuacion de periodicidad, (3.1).

Ambas condiciones nos llevan a que nuestro estudio del solido va a centrarse en resolver el problema
de un electron (aprozimacion monoelectrénica) en un potencial U(r) que tiene la periodicidad de la
red de Bravais, esto es, que

Ur+R)=U(r) para todo R € RD. (3.1)

3.1. EL TEOREMA DE BLOCH
Los electrones independientes que satisfacen la ecuacién de Schrodinger monolectronica

h2

“2m

V2U(r) + U(r)¥(r) = e¥(r) (3.2)

cumipliendo U(r) la ecuacion (3.1) se llaman electrones (de) Bloch.

Pues bien, los electrones Bloch pueden ser descritos por una funcién de onda V¥ igual al producto
de una onda plana por una funcién u(r) que tiene la periodicidad de la red, esto es,

Ui (r) = €T, (r) con Upk(r + R) = up(r) para todo R € RD. (3.3)

Este es el llamado teorema de Bloch, que nos dice que los electrones Bloch estdn descritos por una
onda plana modulada por una funcién u,) cuya periodicidad es la de la red.
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Otra manera de decirlo es: los autoestados de H pueden escogerse de forma que cada ¥ esta
asociada a un vector de onda k tal que

Uu(r+R) = e*BWU ,(r)  paratodo R € RD. (3.4)

Demostraciéon del teorema de Bloch.
Definamos un operador de traslaciéon Tgr para cada vector R de la RD , esto es, que cumpla,
que

Trf(r) = f(r+R). (3.5)
Como el hamiltoniano es periédico,

T [H(r)¥(r)] = Hr +R)¥U(r +R) = H(r)¥(r + R) = H(r)Tr¥(r),

que es una igualdad que se cumple para toda funcién V. Por tanto, se tiene que

TrH(r) = H(r)Tr (3.6)

y por consiguiente el operador Tr conmuta con H , [TR, H } = 0.

Como TRTR/ = TR/TR = TR+R/, entonces el conjunto de operadores {ﬁ, TR, VR € RD
es un conjunto de operadores que conmutan y por ello se pueden escoger autoestados de
H que lo son a su vez de todos los operadores Tr. En resumen, existe un conjunto de
autoestados ¥ que verifican

H(r)¥(r) =e¥(r) )
3.7
TrY(r) = c¢(R)¥(r) = TrY(r)="(r+R)=¢R)¥(r) VYR ecRD

siendo ¢(R + R/) = ¢(R)c(R’) ya que TRTR/ ¥ = ¢(R)c(R')¥ = T p'V = ¢(R + R/)T.
Los c(a;) son ntimeros complejos que pueden escribirse como c(a;) = e*™%i z; € R.! Por
ello, ¢(R) = |c(a1)|™|c(az)|™2|c(ag)|™ si el vector de la red directa R es R = nja; +ngag +
naas.

Si ahora definimos el vector k = x1bj + x3bs + x3bs, donde los vectores b; son tales que
b; - a; = 27d;j, se cumple que ¢(R) = e’k R,

Hemos demostrado el teorema, ya que hemos demostrado que los electrones Bloch (esto
es, los que verifican que H(r)¥(r) = e¥(r)) pueden ser descritos por una funcion de onda
¥ que cumple que

U(r+R) =TrU(r) = ¢(R)¥(r) = X BU(r). (3.8)

3.2. NOTAS SOBRE EL TEOREMA DE BLOCH

e o El teorema de Bloch introduce un vector k que tiene un gran parecido con el vector de onda de
la onda plana que representa la funcién de onda de los electrones libres. Ahora bien, mientras que el
momento lineal p es igual a i por dicho vector de onda en el caso de los electrones libres, no tiene
esa expresion para los electrones Bloch, ya que el hamiltoniano no tiene la invariancia traslacional
completa (solamente tiene la de la red).

! En efecto, para todo R € RD se tiene que [ |¥(r + R)|2dr = 1 = [|c(R)|2 |¥(r)[2dr = |c(r)[2.
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En efecto,

~ h h , R
pvU = gV\Ilnk = ;V (ed“runk(r)) = hkV,x + ezk'r;Vunk(r) (3.9)

y observamos que V¥ no es una autofuncion del operador momento.

Por consiguiente, aunque hk se conoce como momento cristalino, hay que tener que cuenta que no
es el momento lineal y que k es un nimero cudntico que caracteriza el sistema en vista de la simetria
traslacional (la de la red) del potencial peridédico que acttia sobre los electrones.

e ¢ FEl vector k que aparece en el teorema de Bloch puede reducirse a la primera zona de Brillouin
(PZB).

En efecto, sea k' ¢ PZB; entonces, podemos decir que existe un vector G € RR tal que k' = k+ G,
con k € PZB. Como se cumple que ¢!GR’ = 1 por la propia definicién de la red reciproca, si tenemos
que

U(r+R) =¥ Ru(r) (3.10)

para la funcién de onda V¥, entonces también se cumplird que
U(r+R) = 5Ry(r) (3.11)

para la misma V.

Como resultado, cualquier electréon Bloch puede ser caracterizado por un vector k reducido a la
PZB.

e ¢ [El indice n que aparece en el teorema de Bloch es debido a que para un k& dado existen infinitas
soluciones de la ecuaciéon de Schrodinger.

En efecto, busquemos todas las soluciones de nuestra ES que tengan la forma Wy (r) = eXTuy(r).
Al sustituir en la ES llegamos a
- R (1 2
H(r)u(r) = 3 (iV + k) + U(r)| uk(r) = exuk(r). (3.12)

Esta es una ecuacion de autovalores cuyas soluciones deben satisfacer el conjunto de condiciones de
contorno uk(r + R) = uk(r) para todo R € RD.

En consecuencia, hemos llegado a un problema de autovalores definido en el volumen finito de una
tnica celda primitiva de la red (en las demas celdas primitivas se habra de resolver una ES similar).
Tenemos, pues, que para cada k habrd una serie infinita y discreta de autovalores, que nosotros
caracterizamos con el indice de banda n. Debemos etiquetar, pues, las funciones de onda como
V,k(r) y unk(r), y los autovalores como &,.

Debe hacerse notar que en la ecuacion (3.12) el vector k aparece como un parametro del
hamiltoniano, de manera que podemos esperar que el espectro de las soluciones ¢,y varie de forma
continua al variar el propio k, representandolas por &, (k).

e ¢ Tenemos asi una descripcion de los niveles monoelectrénicos en un potencial periddico en términos
de una familia de funciones ¢, (k), que denominaremos la estructura de bandas del solido.

Para cada valor de n, el conjunto de niveles electronicos especificados por e, (k) se llama banda
de energia.

Como ya hemos comentado, las funciones de onda resultan ser iguales para k y k + G (para todo
G € RR), entonces se tiene que
U k+G(r) = Ypk(r)
(3.13)
en(k + G) =g, (k)
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e ¢ Vectores k permitidos

Vamos ahora a discutir si las condiciones de contorno que resultan de la simetria traslacional de la
red nos dicen algo acerca de los valores posibles de los vectores k que caracerizan las soluciones. Para
simplificar, y sin que afecte a los resultados que obtendremos, vamos a suponer que tenemos un cristal
finito de volumen V en forma de paralelepipedo, con N; celdas a lo largo de las direcciones a; que nos
definen la red de Bravais. El ntumero total de celdas primitivas en el cristal es N = Ny NoN3.

Imponemos la condicién de contorno siguiente a los electrones Bloch?
U(r+N;a;) = U(r) i=1,2,3,... (3.14)
Utilizando el teorema de Bloch, la ecuaciéon anterior nos queda
U, xig(r+Na;) = eVikai g, (r)  i=1,2,3,... (3.15)
y comparando con la ecuacion (3.14)
eNikai — 1 k= 11b) + a9by + 23b3) = 2N =] i=1,2,3,... (3.16)

con lo que obligadamente tenemos que N;x; = m; € Z y que

Moy 4+ 22

3. 1
N Ny ° (3.17)

m
k = z1by + 22bs + 23b3 = Flln +
1

En resumen, los vectores k permitidos son aquellos que cumplen la ecuacion (3.17) con m; € Z. El
volumen del espacio reciproco asociado a un vector permitido es por tanto

b, (by b 1
|Ak| = Fl : <NQ X N3> =~ * volumen celda primitiva de la RR. (3.18)
1 2 3

Resumiendo:

— para cada valor del indice de banda n, en una celda primitiva de la RR hay tantos vectores k
permitidos como nimero de celdas primitivas hay en la red (esto es, como puntos hay en la RD).

— dado que el volumen de la celda primitiva de la RR es (27)*/(V/N

), tendremos que el
volumen del espacio reciproco asociado a un vector permitido es |Ak| = (27)* /V.?

3.3. LA SUPERFICIE DE FERMI

El estado fundamental de un conjunto de N electrones Bloch se construye ocupando todos los
niveles monoelectronicos de energias €, (k) con e, (k) <emsx, siendo n el indice de banda y k el momento
cristalino del electrén, y estando k reducido a la PZB de la RR. El valor de e,4« se fija requiriendo que
el niimero total de niveles electrénicos ocupados sea igual al niimero total de electrones del sistema.

Puede ocurrir que, al terminar de ocupar los niveles monoelectréonicos con los electrones del cristal,
se llenen un cierto niimero de bandas y las restantes queden vacias. La diferencia en energia entre el
tope de la banda llena (parte superior de la misma) y la parte inferior de la banda vacia se llama en
inglés energy gap, y recibe en espainol el nombre de zanja o brecha de energia o intervalo prohibido
de energias. Acabamos de ver que el niimero de niveles de una banda concreta es igual al niimero de
celdas primitivas del cristal. Como cada nivel monoelectronico tiene degeneracion dos (por el espin)

2 Esta condicién de contorno es la misma que la de Born-von Karman que se usaré en la descripciéon de un metal con el modelo
de Drude-Sommerfeld.

3 Este resultado coincide con el que se obtiene en otras ramas de la Fisica cuando se imponen condiciones de cntorno (por
ejemplo, en Fisica Estadistica).
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solamente puede aparecer un gap de energias cuando el niimero de electrones por celda primitiva es
par.

Por otra parte, al ocupar los niveles pueden quedar una o varias bandas parcialmente llenas. El
conjunto de las superficies del ER cuya energia sea la energfa de Fermi* se llama superficie de Fermi
del cristal y se llama rama n de la superficie de Fermi a la que corresponde a ese valor determinado
de n. En este caso, el valor de €44 recibe el nombre de energia de Fermi, cp, que es la energia que
separa el ultimo nivel ocupado y el primer desocupado del sélido.

Como es logico, los solidos con «gap» de energias (aislantes y semiconductores) no tienen superficie
de Fermi, ya que cualquier energia que esté en el gap cumple la condicién de separar el tltimo nivel
ocupado y el primer desocupado del s6lido. Por otro lado, los metales si que cumplen esa condicién,
por lo que tienen energia de Fermi y se les puede llamar s6lidos con superficie de Fermi.

3.4. DENSIDAD DE NIVELES (O ESTADOS)

Cuando, para realizar el cdlculo de alguna propiedad fisica, hay que hacer una suma sobre los
vectores permitidos k se puede hacer las siguiente aproximaciones.

Si la funciéon F,, (k) no varia apreciablemente en una region del tamano de Ak (donde Ak es el
volumen del espacio reciproco asociado a un vector permitido) y si la funcion tiene la periodicidad de
la RR, la aproximacion a realizar consiste en

2V
2§Fn(k) e o7 zﬂ:/cp dk F,(k) (3.19)

donde CP significa celda primitiva, y el 2 viene de la degeneraciéon de espin.

Si, ademaés, F),(k) depende de n y de k a través de la estructura de bandas €, (k), podemos definir
una densidad de estados o de niveles, D, (¢), de tal manera que

2 %Fn(k) = Zn: /CP de Dp(e) Fy(e) (3.20)

siendo D, () la densidad de niveles en cada banda, que se puede calcular como

D(e) = 2

- o /CP dk 5 (c — ey (K)) . (3.21)

Existe otra manera de calcular la densidad de estados D, (¢). En efecto, por su propia definicion,
D, (g) de = 2 x num estados k permitidos en la banda n con energia entre ¢ y € + de. (3.22)

El ntimero de vectores k permitidos en la banda n entre € y € 4 de es igual al volumen del espacio k
comprendido entre las superficies equienergéticas € y € + de dividido por el volumen Ak que ocupa
cada k permitido. Entonces se cumple que

oV 1 sie<en(k)<e+de

Dy(e) de = —— dk x (3.23)
(2m)” Jep 0 en cualquier otro caso

1 Bsto es, el conjunto de puntos que cumplen la igualdad e, (k) = e, para todas las bandas n.
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Dibujemos ahora las superficies equienergéticas Sy, (¢) y
Sy, (e + de), suponiendo que estan en el interior de la celda
primitiva.

La densidad de niveles se puede calcular entonces como
(véase la figura)

Do(e) de = /CP (;‘:)Sdk 5 (e — en(k)) de
2V
- o /S PRI (3.24)

k(&)

Superficies equienergéticas

Pero € 4+ de = ¢ + |Ve, (k)| 0k (k), de manera que entonces
0k (k) = de/|Ven(k)| y nos queda

2V 1
Due) = s /S 8 (3.25)

que nos da una estrecha relacion entre la estructura de bandas e, (k) y la densidad de niveles D, (¢)
en cada banda. Conviene notar que esa relacion viene muy influenciada por las derivadas de ¢, (k), a
través del término 1/|Ve, (k).

e Singularidades de la densidad de estados

Como, para cada n, €, (k) es periddica en la RR y acotada, habra valores de k en cada CP en los que
|Ven (k)| = 0. Por consiguiente, el integrando de D,,(¢) diverge, pero se puede demostrar que, en tres
dimensiones, estas singularidades son integrables y dan valores finitos a Dj,(¢).?

Por otra parte, hay puntos en los que la derivada D/, (¢) es infinita (estas singularidades se llaman
singularidades de van Howve). Como en el célculo de las propiedades fisicas a bajas temperaturas
entran D, (e) y sus derivadas, estas singularidades de van Hove pueden influir en el comportamiento
electronico (especialmente de los metales) a baja temperatura.

Hagamos un brevisimo bosquejo de esos

puntos criticos, definidos por |Ve,(k)| = 0,
que aportan caracteristicas bien definidas a la
densidad de estados Dy, (g) y sus derivadas.
El caso mas sencillo es el de los méximos y
minimos de la banda, en cuyas proximidades
se puede escribir (eligiendo adecuadamente los
ejes del ER) la energia de la banda como una X '[ % %
expresion cuadratica del tipo

Densidad de estados
en(k) =em + ’ym% + ng + ’ygn%, (3.26)

en términos del vector kK = k — kg, siendo kg el punto donde est4 el maximo o el minimo, con valor
em- (Nota: los signos de los coeficientes 7; son negativos o positivos dependiendo si el punto kg es un
méaximo o un minimo de la banda).

Esto conduce directamente a una densidad de estados de la formas:

(e — Em)1/2 si kg es un minimo
Dy () (3.27)
(em — €)Y si kg es un maximo

lo que significa que en esos puntos la 9Dy, (e)/0e se hace infinita.

5 Un ejemplo sencillo de ese tipo de singularidades en integrales unidimensionales es la integral fol %dz, cuyo integrando
diverge pero que es integrable.
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3.5. NOTAS ADICIONALES SOBRE EL TEOREMA DE BLOCH

e o Un enunciado mas preciso del teorema seria:
2
Dado el hamiltoniano —QLVQ + U(r), con U(r + R) = U(r) para todo R € RD, las soluciones de la

m
ecuacion de Schrodinger monolectronica

h2

—%VQ\I'n(r) + U(r)V,(r) = e, P, (r) (3.28)
que no sean degeneradas (y combinaciones lineales de las soluciones degeneradas) son también
autofunciones del operador Tr para todo R € RD, con autovalores e®®. Las autofunciones U, (r)
lo son del hamiltoniano y de Twr, por lo que las etiquetamos como W, (r) y los autovalores €, son
funciones del vector k, esto es, e, (k).

Por consiguiente, para cada funcion de onda ¥,,(r) hay asociado un vector k, que nos da los autovalores
e™®R de 1a, autofuncion ¥, (r) respecto a todos los operadores Tr, para todo R € RD. De esta manera,
U, (r) esta clasificado o caracterizado por el vector k, ¥, (r).

e o Si U(r) = constante, entonces ¥(r) = Ce’® ™, y en el limite de electrones libres el vector k tiende
a ser el vector de onda del electron.

e ¢ Sea G € RR. Entonces, para cualquier ¥, (r) se cumple que

TrYpiig(r) = CFORY o) = By q(r), (3.29)

Por lo tanto, dada una funcién onda ¥,k (r) que sea autofuncion de H, no solamente hay un vector k
asociado a esa W, (r), sino que todos los vectores k+ G (para todo G € RR) estén también asociados
a la funcion de onda W, (r) y para todos ellos el autovalor de W, (r) respecto a Tr es e’¥R.

En resumen,

U,k(r) = Vkic(r);  paratodo G € RR (3.30)

y todos los puntos k + G (para todo G € RR) son equivalentes en la descripcion de los electrones del
solido.

Esto quiere decir que una zona de Brillouin del ER es suficiente para clasificar, en términos de un
vector k, las soluciones de la ES de un potencial periédico.

e ¢ A causa de la ambigiiedad del valor de k asignado a la funcién Bloch ¥, (r), hay varias formas
convencionales de hacer esta asignacién.

Estas clasificaciones se llaman esquemas de zona y el elegir uno u otro esquema esti basado
normalmente en qué propiedades de la estructura de bandas se quieren resaltar.

e Empecemos por una dimensién

a) En el esquema de zona extendida
se asigna el k que corresponda mas
aproximadamente al comportamiento de
electrones libres o, de modo méas general, al

7|

= [
. . ' i i i
comportamiento de las ondas en un medio 2 i RV
. . 1 i
continuo (sin la estructura periodica de los : i i ' :
]
iones). | | : J//I .
| | |
En este esquema, la primera zona es la i ' I :‘_’,r :
2 . . 2 ! 1
regién del espacio reciproco que estd dentro de i i i
. . . i & {l |
la primera discontinuidad energética, la segunda 4 } s ! i
zona es la zona del ER que esti comprendida =18 "; 2 LR e

entre la primera y la segunda discontinuidades, .
Esquema de zona extendida
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etc. Recuerde que las bandas de energia son esas intervalos de energia en los que no hay
discontinuidades.®

b) En el esquema de zona reducida se utiliza el teorema de Bloch para que todos los vectores
k estén dentro de la PZB. De esta forma, se dice que la banda de energias mas baja esta en la primera
zona, la siguiente banda en la segunda zona, etc.

c) Se sabe que €, (k+G) = ¢, (k) y que el vector k+ G representa o clasifica el mismo electréon que
el vector k. En el esquema de zona repetida o periddica se permite que la variacion periddica de
en se extienda a todo el espacio reciproco. Entonces, en este esquema una zona se refiere a una banda
de energias, mas que a una regién concreta del ER.

L

Esquema de zona reducida

Vg T o cpirg v of 2 Iren hodkce o o ihi= aomalel Tk 1
Crwl cod gy ale mama’s o

Tres esquemas de zona (abajo, la repetida).
De Kittel, 22 ed espanola, 4* ed en inglés

e Para dos dimensiones se ve mejor la utilidad de
la zona reducida y repetida. En efecto, construyamos
la primera y la segunda zonas de Brllouin de una
red bidimensional (véase la figura; las zonas de maés
alto orden son complicadas, y el esquema de zona
extendida no es 1til).

En la figura se ve como hemos trasladado la
segunda ZB (partes rayadas en rojo) sobre la PZB,
utilizando para ello los vectores +a;, +as y +(a; +as).
Todas esas regiones las hemos trasladados por vectores
de la RR y, como consecuencia, en los segmentos que
separan esas regiones trasladadas la funcion €, (k) ha de ser continua y de,,(k)/0k ha de ser nula (para

6 Vease en el apartado b) que aparece inmediatamente debajo la correlacion entre las discontinuidades y las zanjas de energia
prohibidas.
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que la funcién €, sea periddica). Por consiguiente, en la segunda zona la estructura de £, (k) es mas
compleja que en la PZB.

e o Por el teorema de Bloch, se sabe que’
TRV (r) = e R (r) (3.31)

y que también ‘
TRV . (r) = e & RY* | (1), (3.32)

Como el teorema de Bloch nos clasifica la funcién de onda con el vector k, es claro que ¥, (r) es igual
a U , (r). Como el hamiltniano H es real (H = H*) entonces la funciones de onda W, (r) y ¥*, (r)
estan degeneradas, lo que quiere decir que también lo estan ¥, _y(r) y U, k(r).

Por tanto (teorema de Kramers):
en(k) = en(=k). (3.33)

e ¢ Las bandas de energia pueden solaparse, de forma
que los estados de energia més alta de la banda n estan
por encima de los estados de energia més baja de la ﬂﬁf
banda n + 1. |

En los metales, la energia de Fermi® esta i '
definida para una banda o para un conjunto de bandas b=
que se solapan, con el resultado de que la superficie de i il \’\//\ _’_\
Fermi resultante (que puede tener, por lo tanto, una !_n ,-'1“- i ,'/JJ 14 !
forma muy complicada) determinara las propiedades Su
del metal a cualquier temperatura.

e ¢ Bandas de valencia y de conduccién

Se denomina banda de wvalencia (BV) a la banda de niveles de energias mas altos que estén
ocupados por electrones en el cero absoluto.
Como ya se ha dicho, en semiconductores y aislantes aparece una banda prohibida o «gap» por encima
de la banda de valencia, seguida de una banda de conduccion (BC) a energias superiores.
En los metales, por el contrario, no hay ningin intervalo de energias prohibidas entre bandas de
valencia y de conduccién.
En lo relativo a las propiedades de conduccién, en los semiconductores estaremos interesados en la
estructura de bandas cerca de los extremos de las bandas de valencia (extremo superior) y conduccion
(extremo inferior). Esto se debe a que, como no hay electrones (a temperatura cero) en la banda de
conduccién y que la banda de valencia estd completamenet ocupada, al aplicar un campo eléctrico los
electrones no pueden incrementar su energia al no haber estados disponibles en la banda de valencia.
Sin embargo, para propiedades Opticas es necesario un conocimiento detallado de varias bandas, ya
que los electrones saltan de unas a otras en estos procesos (estas propiedades, pues, son importante
en aislantes y semiconductores).

A temperaturas distintas de cero, habra electrones que se exciten térmicamente desde la BV a
la BC, y la probabilidad de hacerlo es proporcional al factor de Boltzmann correspondiente a dicha

transiciéon energética,
e~ (Eg/kBT)

Teniendo en cuenta que kpT,mp ~ 1/40 €V, y que los valores tipicos del «gap» son Egc ~ 1eV

semiconductores) y E¥s1antes ~ 10 ¢V queda clara la enorme diferencia entre los factores de Boltzmann
y B ,q

ik-r

7 Aplicamos el operador de conjugacion compleja a la funcion Bloch ¥,y (r) = €™ Fu,(r). Una vez obtenida la conjugacion,

aplicamos el operador TR.
8 Fsa energia separa los estados ocupados y los vacios.
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para ambos tipos de materiales.
De esta manera, la teoria de bandas proporciona una respuesta inmediata al enorme rango de variaciéon
de los valores de conductividad eléctrica que presentan los sélidos.

e ¢ Funciones de Wannier

De igual manera que hemos caracterizado la funcion de onda con un vector k del ER, es posible utilizar
funciones asociadas a las posiciones de la RD, y por consiguiente, etiquetarlas con esos vectores.
Para ello, hacemos notar que una funcion de onda Bloch ¥, k(r), para r fijo, tiene la periodicidad de
la RR. Por consiguiente, se puede desarrollar en serie de Fourier

Tpae(r) = fur(r)e™ (3.34)
R

donde las funciones f,r(r) (que reciben el nombre de funciones Wannier) son los coeficientes de
Fourier del desarrollo, esto es,

1

Qpzn

far(r) /P . dk e BEY, . (r). (3.35)

Ahora bien, f,r(r) permanece inalterada si en la ecuacion (3.35) se desplazan r y R una distancia
Ry € RD y, por tanto, f,r(r) = fn(R,r) = f,(r — R). En consecuencia, cada una de las f,gr(r) solo
depende de la distancia desde el punto r (donde calculamos la funcion) al punto R de la RD.

Como las funciones Wannier f,(r — R) de distinto valor de n y distinto R son ortogonales entre si,
y acabamos de ver que cualquier funciéon Bloch puede expresarse como combinacién lineal de ellas,
constituyen un conjunto ortogonal completo cuando n recorre N y R la red de Bravais. Las funciones
Wannier son, por tanto, una base 1til cuando estamos interesados en describir propiedades electrénicas
en las que tienen importancia la localizacién de electrones.

Por otra parte, las funciones Wannier justifican formalmente la utilizacion del método de ligaduras
fuertes (que veremos en breve) en determinadas circunstancias. En efecto, la similitud® de la forma
en que se puede escribir la funcién Bloch mediante las funciones Wannier y en el método de ligaduras
fuertes hace pensar en que las funciones Wannier han de ser funciones localizadas. En ese caso, habria
una justificacion formal del uso de ligaduras fuertes, aunque se sabe que si la banda de energias no es
suficientemente estrecha, las funciones Wannier apenas tienen parecido con los orbitales atémicos.

e ¢ Excitaciones elementales

Aunque hemos hablado solamente de electrones cuando se ha planteado el teorema de Bloch, muchas
ideas subyacentes son aplicables a otros fenémenos que se presentan en los sélidos.

Desde un punto de vista conceptual, cabe esperar que los electrones de cristales con enlaces metalico o
covalente estidn compratidos entre los 4&tomos y, por tanto, el describirlos como deslocalizados en todo
el cristal (teorema de Bloch) es muy natural.

Por otra parte, si un i6n de la red se aparta de su posicién de equilibrio y vibra, el acoplamiento
entre los iones hard que la energia vibracional se extienda y viaje por todo el cristal (hay una
excitacion vibracional en todo el cristal). Esas vibraciones deben ser cuantizadas si las describimos en
un formalismo cuantico y la particula asociada recibe el nombre de fondn.

Esta descripcién cudntica de las posibles excitaciones en un cristal nos hace esperar que podamos
describir todas ellas en terminos de ondas y asociar una particula a cada cuanto de energia. Asi,
ademads de electrones, fonones y fotones, podremos hablar de magnones, plasmones, etc. Todas estas

9 i P . . .
La funcién Bloch, expresada en términos de las funciones Wannier que hemos definido, queda como

U(r) =Y fulr — R)e™R, (3.36)
R

similar a la manera que se obtiene la funciéon Bloch a partir de orbitales atémicos en la aproximacion de ligaduras fuertes.
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excitaciones lo son del cristal en su conjunto, lo que permite discutir sus propiedades generales
de igual manera que se ha planteado para el teorema de Bloch, y todas ellas estaran caracterizadas
por un vector k.

En una red finita, el nimero de excitaciones también lo es (los valores de k forman un conjunto
finito). Esta discretizacion del ER (introducida por las condiciones de contorno que se impongan en
la, superficie del sistema finito) no se refleja en ninguna de las propiedades fisicas, salvo que el tamano
del cristal sea muy pequeno.

Ay S, A J ..:

Esto, por ejemplo, se ha observado en experimentos con peliculas ferromagnéticas delgadas, donde
la interaccion magnones - OEM influye en la trasmision de la OEM a través de la pelicula (se observan
entonces magnones discretos, como se muestra en la figura).

3.6. ESTADOS LOCALIZADOS EN UN CRISTAL

La ezcitacion elemental (electron, fondn, etc.), caracterizada de acuerdo con el teorema de Bloch
por un vector k, tiene la misma amplitud en cada celda del cristal perfecto, |¥,(r)|? = Ui (r + R)[?
(para todo R € RD).

Si existe alguna imperfeccion localizada en el solido, parece claro que la variacién inducida por
la. imperfeccion en las W, (r) estard restringida a los alrededores de la misma, de manera que
la forma global de los estados extendidos se verd poco afectada. Por otra parte, pueden existir
excitaciones confinadas a la region imperfecta, cuya ampliud tenga valor apreciable solamente alli.
Estas excitaciones han de ser muy distintas a las extendidas de un cristal perfecto, ya que no tienen
definido un vector k que las caracterice.

En general, estos estados nuevos, asociados a las imperfecciones localizadas, serdn estados
localizados o ligados, y su energia estara fuera del rango de las bandas de energia. Habré, sin embargo,
algin caso en el que su energia coincidira con alguna banda, de forma que (si el acoplamiento «estado
localizado - banday es débil) se puede interpretar como un estado de la banda cuya amplitud es notable
(siendo, p.e. cien veces mayor) cerca de la zona de la imperfeccion. Se habla de un estado resonante.

Se presenta un esquema de ambos tipos de estados (ligados y resonantes) en la figura. Conviene
hacer notar que cuando hablamos de estados ligados los estamos comparando con los deslocalizados
de la banda, por lo que la energia de esos estados ligados ha de estar por debajo del minimo de la
banda de estados deslocalizados.

Vamos a concretar un poco lo que hemos dicho hasta ahora. Nos fijaremos en los efectos que
introduce en el espectro electréonico una imperfeccion localizada en los alrededores del punto rg, que
altera localmente la periodicidad del sistema (puede ser un dtomo de tipo distinto a los de la red, una
vacante, etc.).
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Para el cristal ideal, los estados estacionarios del hamiltoniano electrénico ffo(r) = f[o(r +R),
VR € RD, pueden escribirse como funciones Bloch

U, k(r) = \/17 Ty (r)

(3.37)
y estan caracterizados por un cuasimomento fk y una energia £, (k).

Si la perturbacién mencionada puede describirse mediante una energia potencial W(r —1p), el
nuevo hamiltoniano es Hy(r) + W(r —rp) y la ecuacion de Schrédinger correspondiente sera

Ho(r) + W(r — ro)} By (r) = B, @ (r)

(3.38)
La nueva funcién de onda del sistema podemos expresarla como combinacion lineal de las funciones
Bloch anteriores (cada una con una energia ¢, (k)),

O (r) = > arWp(r).
k

(3.39)
Al sustituir en la ecuacion (3.38) se obtiene un sistema de N ecuaciones, una para cada vector de la

banda n que estamos considerando (no mezclamos bandas ya que no sumamos sobre n):

(B —en(X)] are = > Wpgeare =0 VK
k
donde

(3.40)

W = /dr U (1) W (r = 10) Wy (1) (3.41)
es el elemento de matriz del potencial perturbador entre las funciones Bloch k y k’. Si, como hemos

adelantado antes, W(r—ro) es apreciable solamente en un volumen € alrededor de r( (la imperfeccion
esta localizada), podemos escribir que

w,

n

Kk’ =~ \I]:,k’ (ra)WOQOWnk(r6)7

(3.42)
siendo r(, € Qo y habiendo definido WyQy = [ dr W(r — r¢). Ahora, para simplificar las expresiones,
elegimos rj; = 0 y (3.40) se reescribe como

[E — en(K)] ax — [Z ax Wi (0) | W1, (0)WoQ =0 VK’
k

(3.43)
$,(0)
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v despejando obtenemos
WoL20 V7, (0) @, (0)
)= 1 . 44
ax B e (i) (3.44)

A partir de esta solucién podemos evaluar las energias y las funciones de onda.

e (a) Energias.

Sustituyendo en la ecuacion (3.40) la expresi(’)n de ax que hemos obtenido en (3.44) nos queda que

1 _ |\Ijnk
WoQo_Zk:E ok _CZ ek (3.45)

(el ultimo paso puede hacerse solamente en el caso en que ¥, (0) no varie apreciablemente con k).

Esta es la ecuacion que nos da las energias E,. Es una ecuacion de grado N (ya que el vector k
recorre N valores) por lo que tiene N raices. Si ordenamos las energias ¢,(k) en orden creciente (g1,

€9, €3, ..., en) podemos representar ambos miembros de la 1gualdad (3.45) en la figura.
[A- dr (o direely

Las soluciones de (3.45) son las E,, que buscaAbamos como soluciones de la ecuacion de autovalores
(3.38). Los distintos valores de E, son practicamente iguales a los €, (jrecuerde que los valores &1,
€9, €3, ..., ey forman una banda cuasicontinua de energias!), si se exceptian los niveles E; (cuando
Wy < 0) o Ex (cuando Wy > 0): en resumen, solamente algunos de los N estados deslocalizados de la
banda n se ve influido de forma notable por la presencia del potencial perturbador W (r — ry).

e (b) Funciones de onda.

Para calcular las funciones de onda de estos niveles sustituimos lo obtenido en (3.44) en la expresion
para @, (r),

it = 3 OO,
k

E—¢e,(k
W 2,(0)Y ﬁ‘;%wnk(w (3.46)
k n
~ Woo®( Z E - (3.47)
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Ejemplo

Apliquemos lo anterior a un ejemplo unidimensional sencillo. Los vectores k permitidos por las
condiciones de contorno ciclicas son k,,, = 2rm/Na, donde a es el pardmetro de la red.

Consideremos solamente una banda de energias. Si la escribimos como
e(k) = e+ A(1 — coska) (3.48)

(aqui, 2A > 0 nos da la anchura la banda) obtenemos para la ecuacion (3.45):

1 1
~ B 3.49
Wo kz A(E;) + cos(kma) ( )
siendo A(E;) = (E; —eo — A)/A.
Como los valores k,, forman un cuasicontinuo,
1 NB [?7 da A(E;) 1
~— ————— =NB 3.50
Wodo 2 Jo A(Ez) + cosx |A(EZ)| /|A(EZ)|2 1 ( )
(si |[A(E;)| > 1).1°
Fijandonos en el estado de energia E; mas baja (que denotamos por Ep) tendremos:
Wo (WOQONB)2
Ey=ec0+A |14+ —|/1+ | ——— 3.51
0= €0 Wol \/ A (3.51)

que nos dice claramente que si Wy < 0 el nivel Ey se separa hacia abajo de g¢. Esta separaciéon depende
de la anchura de banda (a mayor A mayor separacion) y de WyB."

Nota: estos resultados aparecen en el estudio de los niveles de impureza en un semiconductor,
donde existe una relacién entre la colocacién de esos niveles y la constante dieléctrica del material
(que a la vez influye en la anchura tanto del gap como de las bandas del semiconductor).

Si ahora nos fijamos en la funcién de onda, utilizando la ecuacion (3.47) para la del nivel Ey, y
suponiendo que se cumple que ug(z) ~ u(0), tendremos

ezkz

0 () = O (—_2)
() = 2T (=2) ;A(Eo)—l—cos(kza)

z/a
[ AP —1- \A<E0>|]
[A(Ep)]? — 1

(06

si |A(Ep)| > 1 (3.52)
donde se ha hecho la integracién de la misma manera que anteriormente.

10 Esta condicion implica |A+e0 — E;| > A. Esto nos dice que, si Wy > 0, E; > g9 + 2A (que es condicion para el estado maés
alto, ya que estamos por encima de toda la banda). Y si Wy < 0, E; < 0 (que es condicion para el estado mas bajo, por debajo
del valor de €o).

1§ Wy > 0, queda Eg = g9 + A

2
1+4/14 (W) } y el corchete es mayor que 2.

Si Wy < 0, la expresion es Fg = &9 + A

2
1—4/1+4 (W) ] y el corchete es negativo.
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3.6. ESTADOS LOCALIZADOS EN UN CRISTAL

Representamos en la figura la funcion de onda (I)(O)(Z) que, como se ve claramente, esta localizada
en las proximidades de la perturbacién.
En resumen, si se cumple que |A(Ep)| > 1 (que indica un estado con energia Ej fuera de la banda) la
funcion de onda esté localizada alrededor de la zona de la imperfeccion.
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CAPITULO 4
MODELO DE DRUDE-SOMMERFELD

Los metales constituyen una parte importante de los solidos cristalinos (mas de las 2/3 partes de
los elementos cristalizan en forma metalica). Los metales tiene las siguientes caracteristicas principales:

» elevada conductividad eléctrica y térmica (elevada densidad de portadores de carga y de energia)
= brillo (no penetra en ellos la radiacion del espectro visible)

» ductilidad y maleabilidad (significa que el enlace metalico es poco direccional)

El modelo de Drude-Sommerfeld es un modelo de orden cero para describir la fisica de los
electrones de un metal simple.

Los metales son sélidos! en condiciones normales, son buenos conductores del calor y la electricidad,
y mecanicamente son ductiles (se pueden alargar para formar alambres o hilos) y maleables (se pueden
extender en planchas o laminas). Ademas, suelen ser duros y tener un punto de fusion alto, forman
estructuras compactas (con lo que tienen densidades altas) y, desde el punto de vista 6ptico, suelen
ser brillantes y no transparentan la luz.

Este primer paso en la descripcién de los metales consiste en esencia en utilizar un modelo de gas
de electrones que esti compensado eléctricamente por una carga positiva uniforme que representa a
los iones.

El modelo y las caracteristicas clave

— Se constata la necesidad de utilizar una estadistica cuantica, si bien la dindmica puede
ser clasica

— Por consiguiente, el estado fundamental es un sistema de fermiones a T=0 K. Los
electrones son pues excitaciones de ese estado fundamental, y tienen un tiempo de vida
determinado por una aproximacion del tiempo de relajacion, 7.2

— La conductividad oy va a estar directamente relacionada con ese pardmetro, a través
del camino libre medio | = vpr

— Evaluaremos el calor especifico electrénico, estudiaremos el efecto Hall, las transmisién
de las ondas electromagnéticas en el metal, as{ como la conductividad térmica y su relacion
con la conductividad eléctrica.

El modelo de Drude-Sommerfeld es un aproxzimacion de orden cero al hamiltoniano basico que
describe el solido (H = H;s, + H.— + H.-_;4,) en la que se supone que:

» 10 existe interaccion electron-ion (electrones libres) ni interaccion electron -electron (electrones
independientes)

= los tdnicos constituyentes del metal que dan lugar a propiedades fisicas son los electrones
de valencia de los atomos del metal (que reciben el nombre de electrones de conducciéon o
sencillamente electrones)

! El mercurio es una excepcion.
Esto significa que es un modelo dinamico (definido por el parametro 7).
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» el comportamiento de los electrones esté regido por la teoria cinética (dentro de la aproximacion
del tiempo de relajacion 7)

Fechas:
— 1897 (Thomson descubre el electron)
— 1900 (Drude formula su modelo clasico para el gas de electrones)
~ 1911 (Rutherford propone su modelo para el atomo)

Este modelo es, pues, esencialmente, la aplicacién de la teoria cinética de los gases al conjunto de
los electrones de valencia de un metal simple (esto es, aquellos metales cuyos electrones de conduccion
proviene de capas atomicas s y p).

4.1. EVIDENCIAS EXPERIMENTALES

Veamos, pues, si existe fundamentacién experimental razonable para utilizar un modelo tan
sencillo: jcémo es posible suponer que los electrones de un metal puedan ser considerados como
libres e independientes? Nos fijaremos primeramente en algunos resultados experimentales que parecen
justificar la condicion de electrones de los metales como no ligados, de electrones libres.

e Conductividad eléctrica

La resistividad de un metal a temperatura relativamente alta (7" ~ 300 K) aumenta linealmente con
T, mientras que a bajas temperaturas (7' < 10 K) tiende a un valor constante. Este valor depende
grandemente de la muestra de cristal que se trate, y puede llegar a ser mucho menor (1/ 10%) que
la resistividad a temperatura ambiente. Esta resistividad a bajas temperaturas estd asociada a los
defectos de la red y a las impurezas que obstaculizan el paso de los electrones.

Por otra parte, se sabe (regla de Matthiesen) que, si el namero de impurezas de una muestra es
pequeno, la resistividad pimp debida a impurezas es independiente de la temperatura.

i) la linealidad de p con T a temperaturas altas puede explicarse si la resistividad es debida
a la agitacion térmica de la red (los llamados fonones). En efecto, a temperatura ambiente la
vibracion de los iones de la red puede tratarse clasicamente.® Por consiguiente, el teorema clésico
de equiparticion de la energia® nos dice que la energia de vibracion de los iones de la red a esa
temperatura es proporcional a kgT.

Por otra parte, la energia de vibracién es proporcional a (u?), siendo u el desplazamiento del i6n
respecto a su posicion de equilibrio. Ahora bien, (u?) es ademés una medida de la seccion eficaz
transversal del i6n vibrante (es decir, cudl es el tamafio que tiene el i6n que vibra segin lo ve el
electréon) y en una primera aproximacion se puede pensar que la resistividad es proporcional a dicha
seccion eficaz:

Pfonones X <u2> X kBT (a Tamb)-

Parece, pues, razonable extraer la conclusién de que el ntmero de portadores de carga de un metal
no aumenta con 7.

ii) A temperaturas bajas, los modos de vibracion de la red estan «congelados», y los obstaculos que
se presentan a los electrones son los defectos de la red o las impurezas que pueda contener el cristal,
ya que Pronones — 0 ¥ la contribucion de los fonones deberia ser igual en todas las muestras.

Ahora bien, la constancia de pin, al variar la temperatura sugiere que la densidad de portadores de
carga es independiente de la T, en contraposicién con la variacién exponencial que aparece en un
semiconductor (debida al factor de Boltzmann que regula la probabilidad de excitacion térmica de la
banda de valencia a la de conduccion).

3 Se sabe, por ejemplo, que un analisis clasico del calor especifico proporciona un valor de ¢, constante, que estd de acuerdo
con la ley empirica de Dulong y Petit.
1 Vease la asignatura Termodindmica 11
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e Se sabe también que los metales fundidos («metales liquidos») tienen una conductividad eléctrica
no muy diferente de los s6lidos cerca de su punto de fusiéon. Parece entonces que, aunque en el solido
los iones vibran alrededor de los puntos de las red y en el liquido modifican continuamente su posicion,
estos dos movimientos térmicos de los iones tienen un efecto parecido para las colisiones o interacciones
con los electrones. Esto puede interpretarse como que la conductividad no estd influenciada por las
posiciones instantaneas de los iones de la red (véase méas adelante resultados experimentales).
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e Por otra parte, parece evidente que un solapamiento de las funciones de onda de los electrones que
«perteneceny» a iones vecinos favorecer4 la conductividad del material que se trate, ya que eso significa
la, deslocalizacion de los electrones en el solido (en el sentido, p.e., de los orbitales moleculares que
describen los electrones de las moléculas).’

Se sabe que en un semiconductor contaminado («dopado») con impurezas donadoras® los electrones
de estas impurezas se comportan como si fueran electrones de un atomo hidrogenoide alrededor de
la carga positiva de la impureza, apantallada por el resto del material semiconductor. Esto da lugar

5 . . . . s
No podemos, sin embargo, separar los iones de un cristal para ver si hay una relacién tal.

6 . . . . :
Dicho de la manera mas simple, son aquellas impurezas que aportan electrones al semiconductor, debido a que sus atomos
tienen un mayor ntumero de electrones que los atomos de semiconductor huésped.

67



FISICA DEL ESTADO SOLIDO. MoDELO DE DRUDE-SOMMERFELD

a que esos electrones donados realicen «orbitas» cuyos radios son muy grandes, del orden de 100 A,
lo que nos quiere decir que las funciones de onda de esos electrones empezaran a solapar a partir
de una concentracion de aproximadamente unas 10'® impurezas/cm3.(Nota: Para poder saber si esa
concentraciéon de impurezas es grande o no, recuerde que el niimero de Avogadro es del orden de 10%2)

Los resultados experimentales para el Ge muestran que, efectivamente, para una concentraciéon de
impurezas de ese orden de magnitud hay un gran cambio en la conductividad: aumenta rapidamente
con la densidad de impurezas y se hace bastante independiente de la temperatura. Ademés, el
coeficiente Hall” nos dice que por encima de esa concentraciéon critica el ntimero de portadores no
depende de T y es aproximadamente igual al niimero de impurezas, adquiriendo la conductividad
cierto caracter metalico por todo ello.®
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e Hasta ahora hemos justificado la movilidad de los electrones, eso es, su condicién de electrones no
ligados, de electrones deslocalizados (o libres, por asi decirlo).

Podemos anadir también una evidencia experimental sobre la existencia de electrones
independientes. Esto es, que haya electrones como entidades «reales» pero sin que sufran efectos
importantes debido a la interaccion electrén-electréon con el resto de los electrones. En efecto, podria
ocurrir que el transporte de carga (necesario para explicar la alta conductividad eléctrica de un
metal) fuera debido a un estado colectivo de muchos electrones acoplados, de forma que el tiempo de
relajacion 7 sea algo asi como el tiempo de vida de dicho estado colectivo.

Sin embargo, se puede medir cuél es la energia necesaria para anadir o quitar un electréon de
conduccion de un metal. Esto se consigue con rayos X blandos (de baja energia), que expulsan en
electréon de un nivel profundo ligado a uno de los iones del cristal. Cuando un electron de conducciéon
salta para ocupar el estado que ha dejado vacio el electrén expulsado por el rayo X, se emite radiacion
X.

7 Que nos permite medir la densidad de portadores de carga. Lo estudiaremos mas adelante.
8 Caracter metalico:

si T'— 0, la resistividad p y la conductividad o se hacen constantes;

siT o0, pxTyoox1/T.
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Si los electrones no fueran independientes, la vida media 7,; de los electrones seria muy pequena
y, por consiguiente, su energia no estaria bien definida. Sin embargo, las medidas experimentales
muestran que, por ejemplo en el Na, la energia de los electrones de conduccién de més alta energia
(los que estan en los dltimos niveles ocupados) esta bien definida,” pues no se presenta emision de
rayos X para mayores energias (véanse las figuras).

i Diemdad e -
Taaey =
' = o (L]
R 2%
.-'-.-'"'---- |
| |
i !
l 3 g l'f n i i
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La vida media de los electrones de la banda de conduccién es, por tanto,

h 10734

~ ~2x 10 s,
mZ T T hx102 K 5

t

Veremos mas adelante que el tiempo de vida («entre colisiones») de un electron en un metal suele ser
de 7 ~ 107" — 1075 y dado que t,, > 7, podemos concluir que los electrones son particulas bien
definidas entre colisiones.

4.2. EL. MODELO

Después de exponer estas evidencias experimentales, vamos a describir el modelo de
Drude-Sommerfeld para el tratamiento de los metales simples.

En este modelo se supone que tnicamente los electrones dan lugar a las propiedades fisicas del
metal. En este sentido, los «iones» del metal sirven tnicamente para neutralizar la carga de los
electrones. Como veremos, ésta se supone uniforme en ausencia de campos externos, y por lo tanto el
modelo supone que también la carga positiva estd extendida de manera uniforme en todo el metal. Asi,
en ausencia de campos externos hay neutralidad local de carga y, en todos los casos, hay neutralidad
total de carga.

Ahora la pregunta que surge es: si el metal se considera como un gas de electrones (libres e
independientes) neutralizado por la carga positiva de los iones, jcudl es el parametro que nos permite
distinguir un metal de otro? La respuesta es que, de igual manera que en la teoria cinética clasica de
un gas, el inico pardmetro posible es la densidad de los electrones.

Sea Z. el nimero de electrones que cada atomo que forma parte del cristal cede al gas de electrones.
Este nimero serd Z, = Z— (electrones ligados fuertemente al nicleo). Nosotros vamos a suponer que
los electrones cedidos son los electrones de valencia de cada dtomo, que son los que estan menos ligados
al nicleo. Esta suposicion es bastante fuerte, porque en realidad no sabemos qué es lo que significa
«ligados fuertemente»; pero se verd méas adelante que es muy razonable en base a los resultados
experimentales.

3

La densidad de electrones por cm® es

Zcpm

—N
474

n =

N
>

9 Salvo una incertidumbre del orden de kpT, que es aproximadamente 1/40 eV a temperatura ambiente.
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siendo N4 el niimero de Avogadro, p,, la densidad (en gr/cm3) y A la masa atémica (en gr) del
elemento. Esta densidad es del orden de 10?2 — 10?3 ¢cm 3.

Si definimos un volumen medio por electron (una esfera de radio rg) se tendra

L_V_4 5 3 713 ro
— = — = =7 ro = |— rs = —
n N 309 0 4mn 5T ap

siendo ag = h?/me? = 0,529 x 108 cm = 0,529 A el radio de la orbita del orbital 1s del 4tomo de
hidrogeno (radio de Bohr).

Los valores que toma el parametro rs en los distintos metales va desde rg ~ 2 (Al) a rs ~ 6 (Cs),
pasando por 75 =~ 4 para el Na. Muchos metales tienen valores de rs entre 2 y 3.

Las densidades de electrones en los metales son, pues, més de 1000 veces mayores que las de un
gas clasico en condiciones normales de presiéon y temperatura.

Los supuestos basicos del modelo de Drude-Sommerfeld son:

1. Se desprecia la interaccion electron-electron (esto es, estamos en una aproximacion de electrones
independientes) y también la interaccién entre iones y electrones (aproximacion de electrones
libres). Entre colisiones, la dindmica de los electrones estd regida por las leyes de movimiento
de Newton bajo los campos externos (sin incluir, claro esta, los efectos de los iones ni de los
electrones del metal).

2. Existe algtn mecanismo de colision (scattering) de los electrones con los iones, que permite
termalizar el sistema.
El analogo en la teoria cinética de los gases seria la colisién electron-electréon, pero veremos
posteriormente que la importancia de estas colisiones es pequefia en comparaciéon con otros
mecanismos de interaccion.

3. La probabilidad de que un electron colisione durante un intervalo dt es dt /7, donde 7 es el tiempo
de relajacion,'® que es independiente de la posicion r y de la velocidad v de los electrones.
Si elegimos al azar un electrén, transcurrird en promedio un tiempo 7 para que colisione y ha
transcurrido en promedio el mismo tiempo 7 desde que lo hizo la tltima vez.

4. El equilibrio térmico de los electrones del sistema se consigue mediante las colisiones (ya que no
hay interacciones electron-electron ni electron-ion), en las que el electron se «olvida» de toda
su vida anterior. De esa forma, la direccion de salida de los electrones después de la colision es
aleatoria y la magnitud de velocidad inmediatamente después de la colision depende solo de la
temperatura local, |v|(T).

4.3. CONDUCTIVIDAD ELECTRICA EN UN METAL

Si sometemos al metal a un campo eléctrico E, y si j es la densidad de corriente que atraviesa
(debido a la presencia del campo) el metal, se define la resistividad p mediante

E =pj

(en el model de DS la resistividad p es un escalar ya que no hay direcciones privilegiadas).

Si se tiene un conjunto de n electrones por unidad de volumen que se mueven todos con velocidad
v, la densidad de corriente es j = —nev. En un metal, considerado como un gas de electrones, cada
electron lleva una velocidad distinta. En ausencia de campo externo v tiene un promedio nulo (esto

10 Recibe el nombre también de tiempo de colision o tiempo libre medio.
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es, vi,(E = 0) = O). Si vo es la velocidad de salida de un electrén de una colisiéon cuando ¢ = 0, la
velocidad de dicho electrén posteriormente es

v la velocidad promediada sera

eE eE
Vi = (Ve) = (vg) — — () = ——T.
m= (v =(vo) = () ===
Esta es la velocidad de arrastre de los electrones por el campo eléctrico. Por lo tanto (a campo

magnético nulo),

2 E
j=" TR - 2 R,
m P
De aqui se deduce que
m
T =
pne?

y usando los datos experimentales de p para evaluar el valor de 7 dentro del modelo de
Drude-Sommerfeld se obtiene 7 ~ 1071 — 1071 s,

e A partir del valor de 7 (que se ha evaluado usando los valores de peyp) se puede también calcular el
valor del camino libre medio, | = v,,T.

a) Si calculamos de manera clasica la velocidad media de los electrones (mediante el uso del
teorema, de equiparticion, %mvfn = %k: pT) se obtiene una valor de | a temperatura ambiente entre 1
y 10 A, que concuerda de manera cualitativa con el modelo de DS si se pensara que el mecanismo de
colisién de los electrones es con los iones del metal.

b) Sin embargo, si la velocidad media se calcula mediante una estadistica cuantica'' se obtienen
caminos libres medios del orden de I > 10® A a temperaturas muy bajas.

Ademas, experimentalmente se han obtenido, con muestras especialmente preparadas y a T muy
bajas, unos valores de hasta [ ~ 108A (esto es, 1 cm). En ambos casos, los resultados reflejan una
clara diferencia con la vision original de Drude (y, por tanto, de su interpretacion de 7) acerca de
que las colisiones ocurren entre los electrones y hay que concluir que éstas son debidas a otros
mecanismos.

Para obviar la dificultad de interpretacion de 7y, por ende, de [, vamos a olvidarnos de su significado
y solamente compararemos con resultados experimentales siempre que obtengamos expresiones en las
que no aparezcan ni el tiempo de relajacion 7 ni el camino libre medio .

Un par de comentarios importantes: validez de las aproximaciones clisica o cuantica
(en la dindmica y en la estadistica de un sistema fisico).

1.- Desde un punto de vista de la estadistica de los electrones, para que la

aproximacién clasica sea valida, la incertidumbre en la posicién de un electrén ha de ser
menor que el volumen medio por electrén,

(Az)* 5

Una visién necesariamente muy sencilla se ha visto en la discusiéon de la distribucion de Fermi-Dirac en la asignatura
Fundamentos de Fisica 111, y se verd mas formalmente en la asignatura Mecdnica Estadistica.
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Como Az-Ap ~ hy dado que en el modelo de DS solo hay energia cinética, la incertidumbre
en p nos va a dar una contribucion a la energia del orden de (Ap)2 /2m y por tanto

h h3
Ax o~ —— - — <

h2
2m<EC> (2m<EC>)3/2 — <Ec> > —n2/3.

~ 2m

SEE

En la aproximacion clasica, (E.) ~ kT por cada grado de libertad. En conclusion,
T > 10190273

es la condicién de validez de la aproximacion clasica para un gas de densidad n.

— Metales: n ~ 102 — 103 y la T > 10° K. La temperatura ambiente es del
orden de 102K, de manera que la aproximaciéon clasica no es aplicable.

— Semiconductores: n ~ 102 — 10 y la T > 0,01 — 0,1 K y por tanto si puede
utilizarse la aproximacion clasica.

Esta discusién solamente se refiere al aspecto estadistico de la aproximacién clasica.
Esto se debe a que calculamos el ntimero de particulas en un determinado volumen, y eso
es lo mismo que decir el nimero de particulas en la celda unidad del espacio fasico. Hemos
comparado la distancia interparticulas rg con la longitud de de Broglie Ap de los electrones.

2.- Por otra parte, para ver si la dindmica de los electrones puede ser descrita
por la aproximacién clasica, debemos comparar el recorrido libre medio I con Ag. La
incertidumbre en la posicién del electrén influye en dénde colisiona exactamente, pero no
en la dindmica entre colisiones.

Utilizando una estadistica cuantica, se sabe que (véase de nuevo la nota a pie de pagina
anterior) Ap ~ 1 — 10 A, mientras que [ ~ 100 A a temperatura ambiente. Tenemos pues
que A\p < [, por lo que los electrones se mueven libremente entre colisiones y podremos
utilizar una discusion clésica de la dindmica de los electrones. Dicho de otra manera, vemos
que la precision necesaria en la posicion del electron (Ap < 1) no lleva a una incertidumbre
inaceptable en el momento lineal del electron.!?

Por cousiguiente, vamos a seguir adelante en la descripcion de los metales simples
mediante una aproximacion clasica para la dindmica de los electrones (Drude), pero
utilizando una estadistica cuéntica para la funcion de distribucion (Sommerfeld).'?

Otros comentarios:
— El limite clasico se puede describir formalmente como el limite en el que la accién
mecanica S es mucho mayor que h. En nuestro caso, dado que la funcién de Lagrange de

una particula libre es L = %mv%, se tiene que

T 1 1
S = Ldt ~ —mv3t = ~pl.
/0 2mv07- 5P

La longitud de onda de de Broglie es Ap = h/p, por lo que entonces nos queda S = %hl/)\B
y si se cumple que | > Ap resulta que S > A.

— En el caso de un campo externo con longitud de onda A, el argumento es similar,
aunque ahora la velocidad de arrastre inducida por el campo (~ eFt/m si es un campo

12 gin embargo, si hay que ser cuidadosos con la longitud de onda de los campos que se inducen en el sistema.

13 Para esta distribucion cuéantica, la velocidad tipica de los electrones es vy y su momento hkp. Por tanto, Ag = h/(hkp) =
21 /kp ~1—10 A.
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eléctrico) es mucho menor que la velocidad «propia» de los electrones (vg ~ wvp). De
esta manera podemos cambiar 7 por TA/l en la expresion anterior y se llega también a

Ap < (A/D) 1= A

4.4. DINAMICA DE LOS ELECTRONES

Supongamos un electrén con momento p(t), sometido a una fuerza F(¢). Transcurrido un intervalo
de tiempo dt, el electréon tendra una probabilidad de no haber colisionado igual a 1 — dt/7 y, si no
ha colisionado, un momento lineal igual a p(t + dt) = p(t) + F(t)dt (si solamente consideramos hasta
primer orden en dt).

La contribucién al cambio de momento de los electrones que no han colisionado («nc») en ese
intervalo de tiempo es

pr(t + dt) = (1 - C“) (Pn(t) + Fon(t)dt) = p(t) + Fn (1)t - %om@), (4.1)

donde se han indicado los valores medios mediante subindices «m».

Por otra parte, los electrones que si han colisionado son (dt/7 x nidmero total de electrones) y la
contribucion de cada uno de ellos a la variacion de p es igual a F,,(¢)dt, pues la direccion de salida
después de la colisién es aleatoria. Esto indica que su contribucién total es de segundo orden en dt y
podemos despreciarla si estamos considerando las cosas hasta orden dt.

En resumen, haciendo el limite de la expresion anterior (4.1) cuando dt — 0,

Pl _ (1) o).

Como vemos, las colisiones introducen un término de amortiguamiento (el segundo del miembro
derecho de la igualdad) que depende directamente de 7.

4.5. EFECTO HALL

Vamos a aplicar la ecuaciéon de movimiento de los electrones al estudio del efecto Hall. Para ello
se utiliza el montaje experimental siguiente.

Se hace circular una corriente j
en la direccion OX y se somete el
metal a un campo magnético B. Sobre
los electrones actia una fuerza de
Lorentz —¢v x B y, dado que —v es
del mismo sentido que j, esta fuerza
sigue el eje OY negativo. Esto produce
una acumulacién de carga negativa
en esa parte y, por contra, una de
carga positiva en el lado contrario. 3
En consecuencia, aparecera un campo A
eléctrico a lo largo del eje OY que, en
el equilibrio, obligara a que la corriente solo fluya en la direcciéon OX.

Llamando E, a este campo que equilibra la fuerza de Lorentz, se tiene
e
—eEy=—--vxB
c
y se define el coeficiente Hall mediante la expresion
E, '
JuB

Ry =
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Hay que fijarse que el signo del coeficiente Rp, nos da el signo de la carga de los portadores en el
metal. En el caso de electrones (que es el que discutimos), E;, < 0y Ry < 0. Si los portadores fueran
positivos, £, >0y Ry > 0.

Vamos a calcular Ry en funcién del Gnico pardmetro del metal, su densidad n. La ecuacién de
movimiento (promediada; a partir de ahora eliminamos los subindices m) de un electrén sera

d—p——e(E—i—LxB)—E

dt me T

En el estado estacionario no hay dependencia temporal de las j ni las p, y

d

5;8 :Oz—eEz_pry_pac
dp p
d—ty:O:—eEy—wcpw——y

siendo w. = eB/(mc) la frecuencia ciclotronica de los electrones libres en un campo magnético.

Multiplicando por —ner/m y sabiendo que j = —nev = —nep/m nos queda

ook, = Wchy + Jz
ooBy = —weTjz + Jy

En el equilibrio, sabemos que E, compensa el sistema de forma
que sea j, = 0, por lo que

ooy = jz
O OEy = —WcTJz
obtenemos i i
y ) i mee )
Ry =——. :
nce kL .5
Asi, pues, la medida del coeficiente de Hall puede ilustrar la validez Mo, L2
del modelo que utilizamos ya que depende tinicamente de la densidad - =2
de electrones en el metal. k i 4

Utilizando campos del orden de 10* gauss, a temperaturas
muy bajas y con muestras muy puras, se obtienen los resultados Re 1.
experimentales de la tabla.

H% N
Con esos resultados, podemos concluir que el valor de n asi

obtenido es aproximadamente el que tendria un gas de electrones AL =03
libres en el que cada d4tomo cediese un electrén para formar dicho _

gas. Esto indica que la densidad de los portadores de este gas es ‘;'Ji!,' 1.5
efectivamente muy alta, lo que explica la excelente conductividad de I:'u:. 1.5

estos metales.

Sin embargo, los resultados experimentales son mas complejos, TABLA de —1/(Rpnec)

encontrandose que:

a) Ry depende del valor del moédulo del campo magnético.

b) Ry también depende de la temperatura T, y del tratamiento al que se ha sometido la muestra.

¢) El signo de Ry puede variar segin varia el campo magnético. En la figura se presentan los resultados
para el Al, que muestran céomo varia el coeficiente Hall al aumentar B.
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£ BT
L — '-IJE.':: = e
G Twe]
—U‘__ = |%a H |.l.‘.'r]' "I.ljl’ T u.l_.r
s
T -5 b = T e
| BEL —'ﬁ

FIGURA Ry para el Al

y sugieren la presencia de un portador positivo por dtomo.

Nota: la magnetoresistencia transversal se define como

E
pm(B) = —=.
Jx

En nuestro caso pyr(B) = cte = 1/0g y no depende del valor de B. Esto es lo que observo
Hall. Sin embargo, haciendo medidas cuidadosas se encuentra que pps(B) si varia con B
es muchos metales, y a veces de forma dramatica.

4.6. RESPUESTA A UN CAMPO ELECTROMAGNETICO

Sometamos el metal a un CEM cuyo campo eléctrico oscilante sea
E(t) = %[E(w)e*iwt}

de forma que la ecuaciéon de movimiento es

Buscamos una solucién estacionaria

a esta ec. de movimiento. Sustituyendo,

: P(w) —eE(w)
_ — —_eE(w) — =
wp() = —eB(w) ~ B0 = )=
Si la corriente inducida es
j(t) = R[jw)e ™|
nos queda
) nep(w)  —ne*/m —ne’r/m
= — — _ E
i) m /7 —iw () 1—iwr (@)
con lo que la conductividad compleja es
o(w) = 70 — 09

1l —iwT w—0
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|
N N e
- ™ . £

FIGURA: Conductividad o(w) compleja

Notas:

a) Hemos omitido el CM. Esto es debido a que entre el efecto eléctrico y el magnético
hay siempre un factor v/c. Incluso para una corriente tan grande como j = 1 A/mm? la
velocidad solamente es v ~ 0,1 cm/s, de manera que la razén v/c es del orden de 10710

Nota: si 7 ~ 1074 s y E ~ 10* volt/m, entonces la velocidad de arrastre es
eET/m ~ 10 m/s = 103 cm/s.

b) Deberiamos haber incluido la variacién temporal del CE. Sin embargo, A > [
para la radiacion visible ( cuyas longitudes de onda estan en el rango A ~ 10° — 10* A) y
por tanto el periodo de variacién temporal del CE es < 7. Esto indica que la fuerza que
acttia sobre el electron en el punto r es eE(r,w). Esto también implica que la densidad de
corriente en r esta determinada por E(r,w):

jr,w) =o0(w) E(r,w) (respuesta local)

4.6.1. Propagacién de una OEM

Supongamos ahora que la OEM transverssal que incide sobre el metal se transmite, pero no se
produce carga inducida.'

Las ec. de Maxwell en este caso son'®

10H dr, 10E

y buscamos una solucion oscilatoria, en la que los vectores j, E y H son proporcionales a e ¢,
La ecuacién de ondas se obtiene como
iw iwrdro iw
Vx (VxE)=-VE=2VxH="["2F- “F|
c

C C C

1 Esto es, si la carga en un punto r la escribimos como n(r, t) = ng + én(r, t), entonces dn(r,t) = 0.
15 Estamos suponiendo que € = p = 1. En el caso general, V x H = (—4pi/c)j + (¢/c)0E/dt
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0
2 A7i
_V2E = %(1 + ma)E
c w
que es la oc. de ondas de una OEM,
2
o W
—V°E = 6—26(w)E,
con'® A
ew)y=1+ ik
w

Como o(w)/w = 09/ (w(1 — iwT)), si se cumple que wr > 1 se tiene que

4oy
gw) =1~ .
() w2T
Sustituyendo op = ne?r/m nos queda
2
w
e(w)=1- w—g

con wg = 4mne? /m la llamada frecuencia de plasma.

.Y qué significado tiene esta w,? Si el CE es una onda plana E = Eq e

V2E = —k2E y por lo tanto que k%c? = w?s(w).

Por consiguiente,

i(k-r—wt)

si e(w) < 0= k? < 0 = exponencial real = no hay penetracion

si e(w) > 0= k? > 0 = exponencial imaginaria pura = hay penetracion

por lo que

siw > wp

siw < wp

Todo esto, claro estd, serd valido si la
suposicion wt > 1 es cierta para w = wp. El valor
de wy, es del orden de 10 eV (aunque depende del
metal en cuestion), que corresponde a un periodo
T ~ 3 x 10716 5. Y dado que 7 es del orden de
10~ s, vemos que si es cierto que se cumple que
wpT > 1 de una manera genérica.

So%}

En conclusion, segin el modelo de DS los
metales presentan una transiciéon de la opacidad
a la transarencia para frecuencias de la OEM del
orden de wy,.

Eso es un resultado experimental bien
conocido: los metales alcalinos se
transparentes en el ultravioleta. Para el montaje
experimental se utilizan peliculas delgadas de
metal.

tornan

16 5 { 4ni
En el caso mas general, seria e(w) = & + %(w)

loo%

la solucién es oscilatoria, la OEM se propaga en el metal

la soluciéon es evanescente, y la OEM se refleja

-

/'

|x

A(A)

fioe M

e 000 e

FIGURA: Reflectividad del K

(4.2)

se cumple que
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FISICA DEL ESTADO SOLIDO. MoDELO DE DRUDE-SOMMERFELD

La comparacion entre los resultados experimentales y el valor teérico de wy, calculado a partir de
la densidad n para distintos metales, se muestra en la tabla.

Funcion

didddnea €1W)
FIGURA: Funcién dieléctrica ¢(w)

(x103A) | Li | Na | K |Rb | Cs
Ateo 1520283135
Aexp | 2021313644

Valores de A1 y \.;p de los metales alcalinos.

Como es de esperar, el gas de electrones es dispersivo
para la transmisiéon de la OEM y la relacién de dispersion
no es lineal (véase la ecuacion (4.2)). En efecto, si wr > 1,

y la relacién de dispersiéon nos queda c?k? = w? <1 —

esto es,

como se muestra en la figura.

w? = wz + 2k2,

4.6.2. Ondas de densidad de carga

Vamos a plantear ahora otra posibilidad: si la carga inducida en el metal no es nula,'”
— ;cudl es la ecuacidén de movimiento de la carga?,

— jes posible la existencia de oscilaciones longitudinales de carga automantenidas, extendidas
en todo el metal y que se comporten como e

17 Esto es, n(r,t) = ng + on(r, t) # no.
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4.6. RESPUESTA A UN CAMPO ELECTROMAGNETICO

Supongamos que si pueden existir estas oscilaciones, La ecuaciéon de continuidad de la carga es

V.j:—gt(én) = V- jw) =iw on(r,w)

y la ley de Gauss nos dice que
V-E =47 in(r,w).

Puesto que j(w) = o(w) E(w) se obtiene de manera directa

V-

e

(w) =0(w) V- E(w) =410 (w) dn(r,w).

Igualando, la condicién para que en el gas de electrones se produzcan oscilaciones de carga temporales
(esto es, que varfen como ') debe ser que

1+ 4rio(w) _o

w

Recordando que £(w) = 1 + 47io(w)/w, esta condicion resulta ser idéntica a que e(w) = 0. Esto
significa que, en el caso en que wr > 1 para las frecuencias de interés, la condicién anterior nos hace
concluir que se producen oscilaciones en la carga del sistema'® si su frecuencia es w,, (se debe cumplir
que wyT > 1).

Ahora bien, la definicién de funcién dieléctrica nos permite escribir Vi = Ve /e donde V¢ es el
potencial externo que sufre el gas de electrones y V! es el potencial que acttia sobre los electrones. '
Pero si e(w) = 0, estamos en un caso para el que el potencial que sufren los electrones puede ser
distinto de cero aunque sea nulo V¢*t,

Esto nos esta diciendo que si se produce una oscilacion de carga en el gas de electrones? esta oscilacion
se automantiene, pues no necesita campo externo para mantenerse.

. Coémo es posible excitar estas vibraciones de carga de frecuencia w,?*" Ya veremos mas adelante
que los electrones del sistema no pueden excitarlas, debido a que se precisa mucha energia para ello
(~ 10 €V). Sin embargo, es factible excitarlas experimentalmente mediante el bombardeo de electrones
rapidos sobre capas delgadas de metal. Y esto se debe a que los electrones del haz que bombardea la
capa metéalica interaccionan fuertemente con los electrones del metal y, ya que su energia es alta, es
posible que perturben la densidad de carga local de manera que exciten esas oscilaciones.

aedl BT
i i,
.-
I |
i -
il Il e e
e I | .'.ll Deleelor L T
/ L, ek
£ o iy 'j "-""-.'x'
I [ I
= " 3 i ]
(4o bl b BE
[ | i ]
Il e —l a
h if, Ay _:.:\.-\:.\:__4__.:'.
T paE i
il . -k I S
—JH'.I.MHA_ -'*‘é&—'h.a. e St oL srellnian i

FIGURA: Excitacion de plasmones

8 Se suelen llamar ondas de densidad de carga.

19 . . . 2 . . . .z
Estos potenciales no coinciden, ya que los electrones estan cargados y reaccionan frente al potencial exterior, y esta reaccion
la notan a su vez el resto de los electrones.

20 . . . .. o eqe
También recibe el nombre de oscilacién de plasma, por similitud.
21 S .
Estas oscilaciones reciben el nombre de plasmones.
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El estudio del espectro de energfas que pierden los electrones que atraviesan el metal permite asociar
los picos de dicho espectro con la excitacion de oscilaciones de carga en la ldmina. En efecto, aparecen
varios picos consecutivos, con una separacion energética bien definida entre ellos correspondiente a wyp,
la altura de los picos va disminuyendo (ya que es més probable excitar una oscilacion de carga que
dos...), etc.

En la tabla se presenta una comparacion entre los resultados de la teorfa y los experimentales.

(V) | Li [Na| K | Mg | Al

wy® | 715838106 15.3 Valores de w, de algunos metales.
wy© | 8.0]6.0|43]109 | 158

e Desde un punto de vista clasico, y con animo
de dar una idea intuitiva de cé6mo se producen o

l." > -
las oscilaciones anteriores, podemos estudiar una ™ L /’r ‘)f
posible manera de justificar este movimiento v B J
1 i F A
= § i]l - il L

de carga con una frecuencia wp,. Si un metal
se perturba de tal manera que la carga se ha

b -

desplazado una pequeiia distancia § respecto a la "
distribucion de carga positiva de los iones (véase ‘
la figura), aparece una densidad superficial de o
carga,

o=mned

Esta densidad superficial produce un campo eléctrico ' = 4o = 4mne §. La ecuacion de movimiento
de todos los electrones sin colisiones? es
d%s

Nm—— = —Ne|dro| = —4mne’N §
dt?

2

que es la ec. de un movimiento armoénico simple de frecuencia wj

calculo anterior.

= 4mne?/m, coincidiendo con el

e NOTA: Como se ha visto, la frecuencia w, tiene dos significados:

— es la frecuencia de corte para la transmision de las ondas electromagnéticas transversales en
el metal.

— es la frecuencia a la que se producen oscilaciones longitudinales de carga en el metal en su
conjunto.

4.7. PROPIEDADES TERMICAS

Para estudiar estas propiedades, y de acuerdo con los comentarios que ya se han hecho en la seccién
4.3, utilizaremos la distribucion de Fermi-Dirac (FD) para describir la estadistica de los electrones.?®

Para dar una idea intuitiva de cuan diferente es la distribucién de FD de la distribucién clasica de
Maxwell-Boltzmann, a temperatura ambiente, y en el rango de densidades metalicas, presentamos la
siguiente grafica para ambas distribuciones.

22 . - L.
No considerar las colisiones es logico, pues sabemos que wpT > 1.

23 Una introduccién somera a esta distribucion se ha debido ver en la asignatura Fundamentos de Fisica III, y se estudiara en
detalle en la asignatura Mecdnica Estadisitica.
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R
Tlmh
‘ Dearidades meld (L tan
o5+ fn
& mo> €en
T ' et e A > R P ——
20 ao 60 Yo o0 1&,‘1" h,‘f"

FIGURA (FD y MB)

e Continuamos suponiendo que los electrones son libres e independientes, y aplicamos condiciones de
contorno periddicas o ciclicas (o0 de Born — von Karman)?* a un conjunto de N electrones en un cubo
de volumen L3. Por consiguiente, debemos resolver la ES y las condiciones de contorno (c.c.)

h? ( 0? 0? 0?

2t ot =5 ) = )

2m
Y(x+ L,y 2) =¢(z,y,2)
¢(x7 y+ L, Z) = w(% Y, 2)
Qb(.%', Y, 2+ L) - w(x7 Y, z)
donde ¢ es la energia del electron descrito por la funcién de onda . Las c.c. que hemos impuesto

permiten tratar a los electrones como si fueran ondas viajeras en todo el espacio, sin que se reflejen
en la superficie del cubo.

Las soluciones a la ES y las c.c. son

1 ik-r thQ
_ k)= 2%
wlr) = e 0= 2"
. . . 2 2 2
kel _ kgL _ ikl kx:%7 Y = 7TLny, = TZ, n; € 7.

Por lo tanto, solamente algunos vectores del espacio reciproco estan permitidos por las c.c. para ser
vectores k que puedan caracterizar la funcion de onda ¢y (r) (esta funcion de onda es autoestado del
operador momento p = —iAV con autovalor rk).

El volumen del espacio reciproco asociado a cada uno de estos k permitidos es (27)3/L3, de modo
que si el volumen del espacio reciproco que nos interesa es mucho mayor que ese volumen (27)3/L3
podremos considerar nuestro conjunto de vectores k permitidos como cuasi-continuo.

Y esto es lo que ocurre en un metal de tamano macroscopico. Tenemos entonces del orden de 1
vectores k permitidos (pues los electrones son fermiones y solamente se puede ocupar doblemente cada
estado, por el principio de exclusion de Pauli), por lo que podremos aproximar por un continuo: en un
volumen €2 del espacio reciproco hay Q/(27/L)? estados permitidos. Dicho de otro modo, la densidad
de vectores k permitidos en el espacio reciproco es

L} v

8m3 873’

022

24 galvo que se estén estudiando propiedades de la superficie del sistema, debemos tener claro que las c.c. que se impongan sobre
la superficie del cubo han de tener muy poca importancia al describir una particula que esté en el interior del cubo. Esto es debido
a que la fraccion de particulas proximas a la superficie es del orden de AL?/L3 = \/L, siendo X la longitud de onda de de Broglie
de las particulas. Como A < L en un sistema macroscopico, esta fraccion es despreciable.
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Como los electrones no interaccionan, el estado fundamental del sistema se construye colocando
en cada nivel monoelectronico un tnico electréon (si bien para cada k habra dos electrones, por la
degeneracion del espin). Cuando el namero de electrones N es grande la region del espacio k que
llenaran los electrones serd practicamente una, esfera, ya que la energia de los electrones es proporcional
a k2. Esta esfera de estados k ocupados recibe el nombre de esfera de Fermi, y su radio kr esta
definido por la condicién de que en el volumen %Wk‘% haya un total de N/2 niveles k permitidos. Por

tanto,

4 \%4 N N

NOTAS:
— La nomenclatura acerca de la esfera de Fermi es un poco aburrida: esfera de Fermi,
superficie (de la esfera) de Fermi, energia de Fermi ep, k de Fermi, kp, velocidad de Fermi,

VE,. ..
— Como la distancia interelectronica 1o se define como %7’['7”8 = 1 se tienen los
valores
Ir /43 1,92 3,63 ;-
b 0T/ L by 363 4o
To To Ts
4,20 _ ¢ ‘o 7
vp = —— 10° cm/s ~ 1% ¢ (estamos a T' = 0 K; clasicamente, (v)300 k ~ 10'cm/s)
Ts
50,1 _ ¢ ) ) L.
er=—5 100 eV ~15—-15eV (del orden de energias de ligadura atomicas)
S
Tp ~10° K

e La energia total del sistema en el estado fundamental es puramente cinética,

h2k?
Etotal =2 Z %
k<kp

Cambiado la sumatoria por una integral (como antes se ha comentado)
1 Ak VO

= o Ak~ —— .o dk

DT AR 5,

k<kp k<kp

podemos evaluar la energia total como

A V 12k}
E =2 _—=— drkidk = — —L,
fotal Z 2m 83 J, i 72 10m
k<kp

Entonces, el valor medio de la energia por electrén es

_ EBiota 37 R*k% 3
c N k3. 10m2m 5€F Oe
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Como comparacion, recuerde que la energia cinética de una particula de un gas ideal clasico es
%kBT, lo que nos da un valor del orden de 1/40 €V a temperatura ambiente.?®

e Nos vamos a centrar ahora en el calor especifico del gas de electrones. Aqui no vamos a entrar
en el detalle del calculo®® sino que solamente discutiremos el resultado. Lo importante es tener en
cuenta que la energia de Fermi (ep ~ 10 €V) es mucho mayor que la energia térmica del sistema
a temperatura ambiente (kpT ~ 1/40 eV), y, si se hace el calculo de manera exacta, se obtiene el
siguiente valor para el calor especifico electrénico,

2 T
Celect = (?nkB> TF‘

Podemos ahora hacer varios comentarios:
(a) Si comparamos con el calor especifico de un gas clasico, obtenemos

cy(clasico) = Snkp . T
elect —92
— ~— ~ 107°.
— L2 k. l Cy TF Tamb
Celect - 5 KRB Tr

Este resultado explica el porqué a temperatura ambiente no se observa contribucién al
calor especifico de los grados de libertad electrénicos.?”

(b) El que ceect sea proporcional a la temperatura 7 es una consecuencia directa
de la estadistica de FD que estamos usando. En efecto, a temperaturas kT < ep, la
distribucion Frpp(T) de FD se diferencia de la Frp(T = 0) solamente en un rango pequeno
de energias (del orden de kpT) alrededor de la energia de Fermi. Como consecuencia,
el nimero de electrones que pueden excitarse térmicamente es también de ese orden de
magnitud.

At

Fo

o W
\.HET

25 - . .
Y, como consecuencia, el calor especifico constante e igual a ¢, = %nkB.

26 , . . L. L.
Eso sera estudiado en detalle en la asignatura Mecdnica Estadistica.
Recuerde que el ¢, (clasico) esté asociado a los modos de vibracion de la red, que si siguen una relacion clasica (constante) a

altas temperaturas
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Ademés, la energia térmica que adquieren los electrones que pueden ser excitados a
T # 0 K es del orden de kT, mucho mas pequena que la ep. Por lo tanto, el incremento
de energia vendra dado por

AE ~ D(ZEF) X k‘BT X k‘BT s

num elect pueden excitarse energia adquirida/elect

por lo que una estimacion directa del calor especifico nos da

T
Celect ~ 2D(£F)k2BT — Cf,leCt ~ 3nkp T
F

lineal en la temperatura 7' (y como vemos, cercano al valor exacto antes citado).

(c) Para comparar este resultado con las medidas experimentales hay que

tener en cuenta:
— a temperaturas suficientemente bajas (T < Opebye),”® la contribucion al calor especifico
de la vibraciones de la red es proporcional a 73.

— la contribucién electrénica para T' < TF resulta ser proporcional a 7.

Luego, si C, = yT + AT3, entonces c,/T = v+ AT? y se puede obtener el valor de v
extrapolando los valores de C, /T para temperaturas 7' muy pequenas.

- ./!ls npf:‘k" ’ .
d:'/T ) Calor epecifico a SaJa,, T

4 lowbrbucen de 20 o

o T ()

02
FIGURA: Ajuste experimental de v

(107% cal/mol/K?) | Li | Na | K |Rb| Cs | Cu | Al | Mn
yteo 1.8 126 |40|46 |53 |1.2]22]|15

oXP 42|35 |47 58| 77| 1.6 | 3.0 | 40
ODebye (K) 344 | 158 | 91 | 56 | 38 | 343 | 428 | 410

Valores de v (teo y exp) y Opchye Para algunos metales.

28 Los valores tipicos para solidos de la llamada temperatura de Debye Opepye estan entre 300 y 600 K. Véase la tabla de més

abajo.
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4.8. CONDUCTIVIDAD TERMICA DE UN METAL. EFECTO SEEBECK

e La utilizacién de la distribucién de FD para la estadistica de los electrones influye decisivamente
en todas aquellas predicciones en las que se utiliza la distribucion de las velocidades, lo que nos dice
(si T es independiente de v) que afecta de manera directa a las magnitudes fisicas que dependan de la
velocidad media v, y del camino libre medio (.

En efecto, tenemos que preguntarnos acerca de cuil es la velocidad media de los electrones que
pueden excitarse en un sistema descrito por la distribucién de FD. Evidentemente, por las condiciones
que impone la distribucién de FD, solamente se pueden excitar aquellos electrones cuya energia sea
cercana a e, salvo incertidumbre del orden de kgT. Dado que kT ~ (1073 — 10*4) EF, se tiene que
la velocidad media de estos electrones serda muy aproximadamente vg.

Por otra parte, ya vimos que el tiempo de relajacién 7 se podia obtener de las medidas de la
resistividad, mediante 7 = 0,22 r2 10714 /p (en segundos, si p se expresa en pQ-cm). Como vp =
4,2/rs x 10% em/s, nos queda un camino libre medio

1
l=vpr =9272 — A
p

A temperatura ambiente, p ~ 1 — 20 pQ-cm y concluimos que el camino libre medio que se evalia a
partir de las medidas de la resistividad es del orden de [ ~ 100 — 1000 A para T ~ Ty.,. Este es el
valor de [ tan grande que ha comentado en la seccion (4.3).

4.8. CONDUCTIVIDAD TERMICA DE UN METAL. EFECTO SEEBECK

Es conocido que los metales conducen el calor mucho mejor que los aislantes. Esto sugiere que los
electrones (que son los portadores de carga) son también los portadores de esta energia térmica.

El modelo de DS permite justificar el porqué se transporta energia de las zonas de mayor
temperatura a las zonas con menor temperatura. En efecto, la velocidad de salida de los electrones
después de una colisién depende solamente de la temperatura local del lugar de la colisién. Por tanto,
los electrones saldran con mayor energia de aquellas colisiones que ocurran en puntos mas calientes,
lo que producird un flujo neto de energia desde las regiones de mayor temperatura a las de menor
temperatura.

El montaje experimental es

7l =/ s

- ';jmﬁ-r—-'—fi e ﬁ;-":ﬂ > R
Ei /

-t':uarmtl_ H * {org
i L SR i L0 [0
o _Aﬁﬂ:'

e ~
{\_ur)-'-‘r"'T‘} I::LP {ﬂrﬂol

{W‘T\)

Se sabe (ley de Fourier) que el flujo de energia por unidad de area (esto es, la corriente de calor)
es proporcional al gradiente de temperatura si éste es suficientemente pequeno,

Q= —kVT,

siendo « la conductividad térmica del material.

Consideremos un plano con z = cte. Los electrones que atraviesan el plano desde la derecha vienen
con menor energfa que los que lo atraviesan desde la izquierda. En ambos casos, el electron habra
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colisionado en promedio en un tiempo anterior al actual, t,ctual, igual a t,cua — 7. Cada electron
habr4 recorrido un espacio v, 7 antes de atravesar el plano, y su energia seré a(T(a: + %T)) 29

El flujo de particulas que atraviesa el plano de izquierda a derecha es (1/2)nv,, mientras que el
flujo que atraviesa el plano de derecha a izquierda es (1/2)nv,, pues en promedio viajara el mismo
ntimero de electrones hacia ambos lados.*® El flujo de energia a través del plano sera

%nvx [a(T(x —v,7)) —e(T(z + vﬂ))]

Si la variacion de la temperatura en la distancia v, 7 es pequena, este flujo de energia se puede escribir
€omo

1 de dT< 20,7) 5 dedTl
NV —=—(—20,T) = =V Th——
2T T AT dx
y la conductividad térmica es
1
K= gvngCU

donde hemos usado que n(de/dT) = (1/V)(d(Ne)/dT) = c,.

Si dividimos esta conductividad térmica por la conductividad eléctrica obtenemos el nimero de
Lorentz,

Si usamos que vZ, ~ vi = 2ep/m y que ¢, = (7%/2)(kpT/er) nkp entonces llegamos a

2 1.2

K ™k

L=—"="""B _ 944 %108 watt — Q/K>
ool 3 e2 wa /

Este resultado es independiente de los parametros del metal®!
fundamentales.

Este numero de Lorentz estd muy de acuerdo con los datos experimentales de x/(c9T) obtenidos
a temperaturas altas (1" ~ 273 — 373 K; los valores experimentales de L estin entre 2 y
3,5 1078 watt — Q/K?).

Nota: el valor experimental de L desciende para temperaturas muy bajas, debido a que los tiempos
de relajacion eléctrico y térmico dejan de ser iguales. Esto se verd méas en detalle cuando se estudie la
dependencia de la resistividad térmica con T

y depende solamente de constantes

Aqui hemos pasado por alto algo que el modelo de Drude—-Sommerfeld apunta: dada la diferente
velocidad de salida de los electrones después de una colisién, es claro que habra una acumulacion de
electrones en la parte méas fria del metal. Esta acumulacién cesard de aumentar en el momento en
que el campo eléctrico producido por esa acumulacién neutralice el efecto anterior. Este fen6meno se
observa experimentalmente y se denomina efecto Seebeck.

29 Hemos llamado vz a la velocidad media de los electrones en la direccion X; evidentemente, (v2) = (vg) = (v2) = (1/3)v2,.
30 Estamos suponiendo que el sistema estd en equilibrio.

31 En concreto, es independiente de la densidad, que es el Gnico parametro de los metales en el modelo de DS.
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wrart g

o — Tl

—i—

i "‘_'1,. E \;

o T ..|_L"JI_;ll ” l.‘""l- . _'l:l..{?_ ==

El campo que aparece es opuesto al gradiente de temperatura y se llama campo termoeléctrico. En
estado estacionario, la velocidad de arrastre del campo termoeléctrico y la velocidad térmica (por asi
llamarla) han de anularse. Esta ltima velocidad puede evaluarse como el valor medio de las velocidades
hacia la izquierda y la derecha.

La velocidad térmica seré en ese caso

1 dv d (1
vd = 3 [v(ﬂc —0,T) —v(T F v,7)| = —vad—; = —T%<§vg)
siempre y cuando la T" varfe poco en la distancia 27v,. En tres dimensiones esto se puede escribir como
T dv?
=——-——VT.
@7 6 dr

Esto es, la velocidad térmica es proporcional al gradiente de la temperatura.
Por otra parte, la velocidad de arrastre del campo termoeléctrico es proporcionla al campo eléctrico,

eET
m

Vg =
y como hemos dicho que debe cumplirse que v + ve = 0, la relacién entre el campo eléctrico y el
gradiente de temperatura (coeficiente de Seebeck o potencia termoeléctrica) es

Q_E__ld(W)__Cv
T VT 3edT\ 2 /)  3ne

Sustituyendo ¢, en @,

1 7% kgT 2 5 T kT
__ ™ kp=——ki— = —1,42 “2=10* volt/K
@ 3ne 2 ep "B 6 B€€F EFR volt/
Como a temperatura ambiente kT ~ 10~ 2cp, tendremos que |Q| ~ uvoltio/K. Experimentalmente

se encuentra que |Q| ~ pvoltio/K, aunque en algunos casos resulta que el signo de @ es positivo.*

4.9. COLISIONES ELECTRON-ELECTRON EN EL GAS DE ELECTRONES

Como estamos viendo, los electrones de conduccion en metales (que se encuentran separados, en
promedio, una distancia de 1 a 3 A) viajan sin colisionar largas distancias. Asi, a T, el camino libre
medio de los electrones es mucho mayor que esa separacion, [ ~ 10 A, y se ha llegado a observar
valores | ~ 108 A en muestras especialmente preparadas a 1 K.

El factor que mas importancia tiene en el hecho de que los electrones no colisionen, a pesar de su
fuerte interacciéon culombiana, es el principio de Pauli. Si, por comodidad en la discusién, definimos
el cero de energias en la energia de Fermi, a una temperatura 7" solo hay electrones excitados (con
energia por encima del nivel de energia cero) en un rango del orden de ¢ ~ kpT'.**

32 Esto vuelve a plantear dudas sobre el signo de los portadores de carga en los metales (recuerde que, a veces, también se

encuentra que Ry > 0).
33 gj hay un campo exterior que perturba el sistema electrénico, el rango de energias serd el de la interaccién con dicho campo.
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Supongamos que tenemos un electréon 1 excitado por encima de € = 0. Es claro que si colisiona con
otro electron 2 (cuya g2 < 0), la energia de los electrones 3 y 4 resultantes de la colision®* ha de ser en
ambos casos mayor que cero, ya que todos los estados de menor energia (con € < 0) estan ocupados.
En ese tipo de colision,

— para que se verifique la conservacion de la energia (¢ + 3 = €3 + £4) tiene que cumplirse que
lea| < &1 (véase la figura), de forma que solamente una fraccion de electrones del orden de €1 /e puede
colisionar con el electrén 1.

— ademés, ha de conservarse el momento lineal total, lo que significa que solo algunos estados 3
y 4 verifican tal condicion (los momentos ps v ps han de estar sobre la esfera pequena de la figura).
Y eso introduce de manera automatica otro factor e1/ep.

Por consiguiente, la seccién eficaz efectiva de estos procesos electron—electrén es aproximadamente

2
kgT
Sel—el = :;F So (4.3)

donde Sy es la seccion eficaz tedrica de la interaccidon electrén—electron apantallada.

a) Comportamiento a temperaturas altas (T ~ Tamp).
El valor calculado para metales tipicos es Sy ~ 107 ¢cm~2. Como kgTomp/cF ~ 1072,

1
S~ 107 em® = R~ o~ 100A 210 o
n N——
102—-103 A

Este camino libre medio es unas diez veces mayor que el de las colisiones electron—fonén, de forma que
a temperatura ambiente T, los procesos de colisiéon de los electrones estan dominados
por las colisiones con los fonones.

b) Comportamiento a temperaturas bajas (7' — 0).

A bajas temperaturas (T ~ THe liquido) S¢ han observado en In y en Al resistividades proporcionales
a T?, consistentes con la ecuacion (4.3). Por otra parte, se han medido caminos libres medios en el In
de hasta unos 30 cm, lo que es conforme con lo que hemos dicho en el apartado (4.3) acerca de los
grandes caminos libres medios que se pueden obtener al bajar la temperatura.

4 " . -
3% Recuerde que estamos hablando de estados energéticos de los electrones, que abreviamos diciendo electrones.
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CAPITULO 5

BANDAS DE ELECTRONES. ELECTRONES EN UN
POTENCIAL PERIODICO DEBIL Y METODO DE LIGADURAS
FUERTES

El teorema de Bloch (3.44) nos dice que la energia de un electréon en un potencial perioédico verifica
que
e(k+ G) =¢k) VG € RR, (5.1)

esto es, tiene la simetria de la RR.

Sabemos también que esta relacion (k) se puede representar de distintas maneras (los llamados
esquemas de zona) y ahora vamos a estar interesados en el esquema de zona reducida.

5.1. BANDAS DE ELECTRONES LIBRES

Si el potencial cristalino tiende a cero, se tiene un conjunto de electrones libres, de los que estamos
interesados en representar la funciéon (k) en la PZB.

e Para empezar, pensemos en un sistema de una dimensién.
Para dibujar las bandas de energia en el esquema de zona reducida podemos seguir dos caminos.

A) Dibujamos la parabola (k) centrada en el origen del ER, esto es, para k = G = 0. La primera
banda esta representada en esta aproximacion por la parabola contenida en la PZB, esto es, para
k| < 2.

Cuando [k| > 7 se tiene que el vector k ¢ PZB y, si queremos describir las bandas reducidas a la
PZB, podemos tener en cuenta que e(k + G) = ¢(k), VG € RR.

Asi, si sumamos un vector G; =
(el mas pequeno de la RR)
a los vectores k situados en el
intervalo (—%”,—%), lo que hacemos
es trasladar la funcion e(k) desde la
segunda ZB a la PZB, obteniendo
la banda correspondiente a la linea

discontinua en la figura.

or
a

Si ahora restamos el vector G1 =
2 !/ 2
“T (o sumamos G} = —<7) a los
vectores k situados en el intervalo

(g,%’r), trasladamos la funcion e(k)

desde la segunda ZB a la PZB, y
obtenemos la banda representada por

una linea roja discontinua en la figura.

Esta construccion la hariamos para,
todos los vectores de la RR, y asi
obtendriamos la estructura de bandas
reducida a la PZB.
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B) Por otra parte, podemos
dibujar £(k) en todos los puntos G de
la RR. Dado que ¢(k + G) = e(k),
VG € RR, se tiene que todas las
relaciones (k) son iguales, doquiera
que esté centrada la relacion que
consideremos.

En esta situacién, la banda
centrada en el origen del ER, esto es,
en G = 0 contribuye con una banda
de energias (k) = h%k?/(2m) con k €
PZB.

Para |k| > Z los vectores k no estin en la PZB y, por tanto, la energia asociada a esos vectores no
forma parte de la PZB o primera banda.

2
La parébola centrada en G contribuye con una banda de energia (k) = }12(]62%1), conk € PZBy

denotada por 2 mientras que en la parabola centrada en —G4 contribuye con una banda de energias
2 2
e(k) = % con k € PZB y denotada por 27"

Por lo tanto, los dos caminos (A) y (B) nos llevan a obtener las mismas bandas.

e En tres dimensiones la situacion es parecida.
Por mayor comodidad, escogemos unidades en las que h?/2m = 1.

Queremos dibujar las bandas de energia de electrones libres de una red cibica simple, a lo largo
de la direccion k.

Si consideremos un electréon de vector K = k + G, con k € PZB y G € RR, se tiene que

h? h2
ek, by, ke) = (K, Ky, K2) = o (k+ G)? = o (e + Go)? + (ky 4+ G + (k. + G.)?| (5.2)

Como la RR de una SC es otra SC, se tiene
que a lo largo de k, la PZB sera la comprendida

entre —2 y 7, siendo a el pardmetro de la red de
la SC.

Por tanto, la primera banda la obtendremos
variando k en la PZB, ¢ (k,,0,0) = k2.

Los vectores de la RR mas pequenos paralelos
a k, son 27” (£100), que dan lugar a las energias
£ (kg,0,0) = (kg £ 2{)2 (bandas 2y 3 de la figura
inferior) que son iguales a la banda de la segunda
zona en el caso unidimensional. Noétese que la
degeneracion de estas bandas es 1 ya que sélo hay
un vector G que nos da lugar a estas bandas: el
vector kK 4+ G da lugar a labanda 3y el k — G a
la banda 2.

! Notese que en este caso 2~ los vectores k van desde —m/a hasta 7/a, mientras que en el caso anterior (el 27) van de un n/a
hasta —m/a. Dado que en un caso se suma G1 y en el otro se resta, la banda de energia es la misma, aunque no la relacion (k).
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Por otra parte, de acuerdo con la ecuacion (5.2), los cuatro vectores perpendiculares a k, més
cortos dan lugar a la misma banda (en este caso, por tanto, con una degeneracion 4):

2 o
5(010) %(010) yr2
& (ky,0,0) = k2 + (”) Bandas 4, 5, 6, 7 (5.3)
2 0o1) 2" (001) !
a a

Para los vectores G siguientes la energia es también la misma (degeneracion 4),

27 (110) 2%(101)

a

or\% /272
e(kz,O,O)—<kz+7T> +<”> Bandas 8, 9, 10, 11 (5.4)
210y 27 (101) ‘ !
a a

e igualmente para

m . om
%(110) %(1010) NINEPRI
£ (kz,0,0) = <kx - 7T> +<7T) Bandas 12, 13, 14, 15 (degeneracion 4)
2r 2 — a a
Tato) “T(101
—(110) —(101)

(5.5)

Todo esto estd representado en la figura, donde se especifica también la degeneracién de cada
banda.
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Si representaramos £(k), siendo k un vector de dos dimensiones, las parabolas se convierten en
paraboloides y, claramente, hay puntos de a PZB en los que hay degeneracién en las bandas de energfa
(de hecho, en nuestro caso hay bandas paraboloides con degeneracion miltiple en todos los puntos).

e Estas son las bandas de electrones libres. Y ahora surge ahora una pregunta. La degeneracién que
tienen las bandas en esos puntos, jes algo intrinseco a la fisica del problema o aparece simplemente
por la aproximaciones utilizadas al describir los estados electronicos?

Para intentar dar una respuesta a esta pregunta, vamos a introducir una perturbacién pequena
en el sistema de electrones libres que hemos estudiado. Si suponemos que el potencial cristalino que
acttia sobre los electrones es pequeinio (més adelante veremos si esto es plausible o no, y en qué casos
lo es), jcudles son las bandas de energia de los electrones supuestos independientes, pero ya no libres?

5.2. BANDAS DE ELECTRONES CUASI-LIBRES

Vamos a tratar ahora, pues, las estructura de bandas de electrones sometidos a un potencial débil.
Dado que se supone que el potencial cristalino es periodico, escribimos?

r)= Y U(G)C, (5.6)

G#0
Por otra parte, los electrones Bloch tienen una funcion de onda®

1 . 1 . s/
Uy (r) = ——e*Tu(r) = Welk-r D u(G)el S (5.7)
Sustituyendo esta funcién Bloch en la ecuaciéon de Schréodinger

gV U() i) = <0

obtenemos

2 , ) , ,
Z i(k +@G)? ETEIT (@) + Z U(G) Z u(G') e+ G+G)r
G

2m
’ G#0 G’
§ :Uk k+G ): r

que es una ecuacién algebraica equivalente.

Como estamos sumando sobre todos los vectores G’ de la RR, en el segundo sumando podemos
sustituir ) g, por una suma y g sobre todos los vectores G” de la RR, con G” = G + G’. Entonces
queda el sumatorio 3 g u(G” — G)e!®+G)T v dado que G = G” — G/ nos queda finalmente el

segundo sumando como
Z U G _ Zu G// . ) i(k+G")-r
G#G/l Gl/

2 En la suma no hemos incluido G = 0 ya que representa el valor medio, que solamente sirve para fijar el origen de la energias
y eso no tiene importancia en la discusion.

3 Aqui uk(0) representa la contribucién a ¥y de la onda plana e , que es la funcion de onda del electron si estuviera libre.
Si la perturbacion es pequena podriamos suponer que uy(0) = 1 y que uyx(G’) < uk(0), para todo k.

ik-r
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Pero el indice del sumatorio es mudo, por lo que podemos cambiar finalmente ) o, por una »
y encontramos que

2 . , : /
> zh—m(k +G)? u(G) FFTEIT LN N U(G - G) up(G) /G
G’ G’ G#£G’
=c(k) ) u(G) *FEIT (58)
Gl

Dado que las exponenciales son funciones linealmente independientes, podemos igualar término a
, . . . . . . 1 Y.
término los términos que aparecen a ambos lados de la igualdad con la misma exponencial el(k+G')r
y obtenemos

Qh;(k + G- e(k)] uk(G) + G;}/ U(G'—G) ug(G) =0 VG’ € RR (5.9)
o alternativamente [eo(k + G') —e(k)] uk(G') + Z UG) ux(G' - G) = VG’ € RR.

G#0
donde hay tantas ecuaciones para ux(G’) como G’ haya en la RR.

La ecuacion (5.9) recibe a veces el nombre de ecuacion central y es exacta, en el sentido de que
constituye un conjunto infinito de ecuaciones algebraicas, conjunto que es enteramente equivalente a
la ecuacién diferencial de Schrodinger de la que hemos partido.

Para sistemas metélicos, en los que cabe esperar que la perturbacién inducida por la red pueda ser
pequena, se tendra que uk(0) ~ 1y que ux(G’) < uxk(0), para todo vector k. Ademas, en una primera
aproximacion podemos escribir la energia como

0 B h2 ]432
e(k) =e'(k) = -, (5.10)
esto es, la energia de un electrén libre.
Por otra parte, hay que hacer notar que los coeficientes U(G’) del potencial cristalino disminuyen
su valor con rapidez al aumentar el médulo de G.* Eso nos permitird aproximar las ecuaciones (5.9)
considerando solamente aquellos U(G’ — G) que sean de valor apreciable para cada G'.

Valores de los coeficientes uy(G)

Como primer paso para calcular ux(G’) tomamos uy(0) = 1 en el conjunto de ecuaciones (5.9). Los
demas uk(G) que aparecen en la sumatoria los suponemos nulos (recordemos que siempre aparecen
multiplicados por U(G’ — G)). Entonces, despejando de (5.9), obtenemos la expresion

U(G') _ U(G')
h? SR ’
k@R -k o ((k+ G2 - k2]

2m

uk(G') ~

(5.11)

que nos da los valores de uy(G’) para G’ # 0.

Y si se cumple que |k+ G'| > k, vemos que efectivamente se verifica que uy(G’) es pequenio, como
suponiamos. Pero si para un determinado G’ resulta que (k + G’ )2 ~ k2, el valor de uy(G') dado por
(5.9) ya no es pequeno y la suposicién anterior no es valida.

Por consiguiente, los coeficientes uy(G’) que toman un valor apreciable son wu(0) y los
ukx(G’) correspondientes a los vectores de la red reciproca G’ que verifiquen (k + G’)2 ~ k2,
esto es, tales que k esté cercano a los planos de Bragg asociados a esos G'.

4 Asi, en el caso de un potencial culombiano, por ejemplo, tenemos un comportamiento U(G) oc 1/G2.
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Nota: Una manera de interpretar el porqué de esto es la siguiente. Una onda plana

introducida en el cristal se ve difractada por los planos cristalinos asociados a G’ siempre
"2 2

que se cumpla que (k + G')” ~ k°.

Esto significa que un electron Bloch incluye todas las difracciones inducidas por la red ya

que

1 . . /
Wi(r) = e 3 (@),
G/

k- k+G')-r

con u(G') # 0, VG: si mezclamos la onda plana €X' con todas las difractadas el
obtenemos la funcién Bloch.
Es por esto que el electrén Bloch es un estado estacionario del hamiltoniano Bloch, pues

incluye todas las difracciones posibles con la red cristalina.

Valores de ux(G) para k cercano a una frontera de la zona de Brillouin

La condicion anterior nos dice que no serdan pequeiios aquellos uyx (G’) que verifiquen (k + G )2 ~ |2
(esto es, que el vector k esté cercano al planos de Bragg asociado a G’). Quedan, pues, por calcular
los coeficientes y la energia de los electrones cuyo vector k esté situado cerca de una frontera de zona
de Brillouin, ya que los deméas ya estan evaluados a través de la ecuacion (5.11).

Supongamos que k esta sobre una FZB definida por el plano bisector de G € RR. Entonces tanto
uxk (0) como uy(G) van a ser suficientemente grandes y la ecuacion (5.11) no va a ser valida para dichos
coeficientes.®

Por tanto, hay que plantear las dos ecuaciones centrales, ecuacion (5.9), una para uy(0) y otra para
uk(G), y suponiendo nulos el resto de los coeficientes.” En el sumatorio > g q U(G' — G) uk(G)
solamente pueden aparecer ux(0) y ux(G), y hay que cumplir la desigualdad.

Por consiguiente, las infinitas ecuaciones centrales nos quedan reducidas a las dos siguientes:

h?
G =0 — [2mk2 - e(k)] uw(0) + U(=G) u(G) =0
G=G = [;;(k +G)% - s(k)} uw(G)+U(G) u(0) =0. (5.12)

Como U(r) es real, entonces se cumple que U(G) = U*(—G).

Para que (5.12) tenga soluciones no triviales, el determinante de los coeficientes se debe anular,
esto es:

k2 — (k) U*

2m

En consecuencia, se debe cumplir que

£2(k) — % (k+ G+ 1] <(lo) +

B\ 2 )
<2m) (k+G)* k> — |U?

5 Notar que si k esta no solamente sobre una FZB sino en varias FZB, p. e. en un vértice de una ZB, el nimero de coeficientes
distintos de cero (ademas de uy(0)) ha de ser igual al namero de planos de Bragg.

5 Esto quiere decir que en el desarrollo de la funcion Bloch Wy (r) se consideran distintos de cero solamente uy(0) y ui(G),
mientras que si k esta sobre varias FZB hay que considerar todos los ux(G) correspondientes a dichos planos de Bragg.
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vy obtenemos dos soluciones,

k) = L. [+ G)2 4+ 7] % [+ @) - k?f <h>2 + U

T 22m 2m

e(k) = %(ao(k) +e0(k + G)) + \/411 (50(1{) ~ Ok + G))2 U2

Estas dos raices describen dos bandas respectivas de energia.

Sabemos que los electrones libres tienen bandas de energias degeneradas y vemos ahora que, por efecto
del potencial cristalino, £(k) tiene dos soluciones y la banda degenerada rompe su degeneracion en la
FZB que hemos considerado.”

e Vamos a ver, en una dimensién, qué pasa con o
las bandas de electrones cuasilibres.

— Cerca de k = 0 la diferencia entre energias no
perturbadas (k) + €%(k + G) es muy grande en |
comparacion con |U|, de modo que e(k) ~ £°(k) |
y la energia del electréon Bloch es practicamente
la de un electron libre.®

— Por otra parte, para k = %G (en una dimension)

se obtiene |_ -

ef (k) =2k) £ |U|.

Obtenemos, pues, que desaparece la degeneracion de la banda de electrones libres en la FZB, donde
la energia tenfa el valor €%(k), rompiéndose en una solucién £°(k) + |U| y en otra e°(k) — |U|.

Por consiguiente, cuando consideramos un potencial cristalino débil, los vectores k que satisfacen
la condicion de Bragg tienen rota (salvo por alguna otra simetria) la degeneracion de las bandas de
energia de electrones libres, resultando que la separacién entre los niveles energéticos es proporcional
a la correspondiente componente Fourier del potencial cristalino.

Nota: Como es sabido, los metales alcalinos (Li, Na, K, ...) cristalizan en la red BCC. Supuesto
un comportamiento de electrones libres, el valor de kp es menor que kpzp® lo que significa que en
general no habra ningtin electréon en el metal que verifique que |k + G|? ~ k2.

Por lo tanto, si el potencial cristalino es pequeno, estos metales se comportardn como gases de
electrones libres, lo que justifica el que el modelo de Drude-Sommerfeld describa con razonable precisién
alguna de sus propiedades.

5.3. RELACION ENTRE ESTRUCTURA DE BANDAS Y LA ESTRUCTURA
CRISTALINA

Supongamos que estamos estudiando un cristal en el que los elementos de la base que forma la
estructura cristalina son iguales (el cristal estd formado por un mismo tipo de atomos).

T Como ya se ha comentado antes, si k esta en varias FZB, el ntimero de coeficientes uy (G) distintos de cero (ademas de u(0))
es igual al nimero de planos de Bragg, y como consecuencia aparecera dicho niimero (méas uno) de soluciones e(k).

8 En tres dimensiones, en las proximidades de k = 0 la diferencia entre energias no perturbadas (k) + €%(k + G) es también
muy grande en comparacién con |U|, de modo que (k) ~ €°(k) y la energfa del electrén Bloch es practicamente la de un electron
libre.

9 Recuerde que el ntmero efectivo de electrones por atomo para cristales BCC para que la esfera de Fermi sea tangente a la
PZB es aproximadamente 1.5, mientras que los metales los alcalinos solamente ceden 1 electron/atomo al gas de electrones libres.
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En ese caso, en el factor de estructura, Sg = Sg = Z;Zl fj(G)e_iG'Uj, se pueden sacar los factores
de forma f;(G) como factor comun y definir el factor de estructura geométrico Sg,

S

Sa = Z e 1G5

j=1
El potencial cristalino en este caso es
Ur)=> > Valr—R-oy)
R Jj
por lo que su componente Fourier la podemos escribir como
1 1
UG:Q/ dr szat(r—R—O'j):Q/ dr ZVat(r—aj).
cpP R j todo el espacio j

Si llamamos r’ = r — 0; nos queda

1 . . / ]. 5 i
UG _ Z - / dr’ elo'j-GVat(r/)eflG-r _ = ( Z eldj'G) / dr Vat(r)eflG-r
7 Q CP Q j todo el espacio

1

O S¢ Vat,a-

Por lo tanto, cuando el factor geométrico de estructura se anula para un vector
determinado G de la RR también lo hace la componente del potencial cristalino
correspondiente a ese vector G de la red reciproca. Eso nos indica que si encontramos que no
hay picos de difraccion de rayos X para determinados planos de Bragg de nuestro cristal, podemos
afirmar que las componentes Fourier del potencial cristalino (y por tanto losgaps de energia asociado
a esos planos) son nulas.

Estos resultados ayudan también a entender mejor las razones por las que el modelo de DS

es capaz de explicar con sorprendente éxito determinadas propiedades de los metales
simples.
Sabemos que el momento que gana un electréon entre colisiones es, en promedio, Ak = eE71/h ~
10'm~! = 1073 A~1, donde hemos considerado que 7 ~ 10712 g y que E ~ 100 volt/cm. Como la
PZB tiene un tamafio del orden de w/a ~ 1 A=Y, pues a ~ 3 —4 A, resulta que el electrén recorre
entre dos colisiones un espacio (en el ER) mucho menor que el tamano de la PZB: los electrones no
llegan a «enterarse» de la existencia de planos de Bragg y se comportan como electrones libres entre
colisiones.

Por otra parte, la interaccién electréon—ién es muy fuerte si la separacién es pequena. Pero los
electrones de conduccién no pueden acercarse a las cercanias de los iones porque el principio de
exclusion de Pauli no se lo «permite» (los estados electronicos de energia mas baja de los iones estan
ocupados por los electrones que estan ligados a ellos, de manera que si los electrones de conduccién
se acercan mucho a lo iones la energia total del sistema aumenta enormemente). Por consiguiente, el
promedio de dicha interacciéon electrén—ion puede ser mucho menosr de lo que en principio podriamos
esperar.

Otra manera de ver este asunto es pensar en que la movilidad de los electrones de conduccién
«apantalla» rapidamente el potencial creado por los iones positivos de la red, con el resultado de que el
potencial cristalino efectivo que finalmente actta sobre los electrones de conduccion queda disminuido
(«apantallado») y su efecto global es mucho menos notable que si los electrones de conduccion no
fuera tan moéviles.

En resumen:
e Para entender el porqué de que la aproximacion de electrones libres pueda dar lugar a resultados
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aceptables, tenemos dos argumentos.

— El primero es que la necesidad de utilizar una estadistica cuantica para los electrones de conducciéon
(debido esencialmente a su densidad, mucho més alta que en un gas clasico) hace que la seccion
eficaz efectiva de los procesos electron—electrén sea mucho menor que la debida a la pura interaccién
culombiana entre ellos, pues toma el valor

kT
Sel—el ™~ :;F So

donde Sj es la secciéon eficaz teorica de la interaccién culombiana electréon—electron.

— Ademas, los electrones se comportan como electrones libres bajo el efecto del potencial cristalino,
ya que el recorrido libre medio entre dos colisiones (en el espacio reciproco), al ser mucho menor que
el tamainio de la PZB, hace que los electrones no «noten» la existencia de la red (esto es, del efecto de
los planos de Bragg) y se comportan como electrones libres.

e Por otro lado, para una posible mejora de la descripcion de los electrones dentro de la aprozimacion
monoelectronica tenemos la posibilidad de tomar en consideracién la interaccién entre los electrones,
con lo que estarfamos yendo més alla de la aproximacién de electrones independientes.

5.4. EL METODO DE LIGADURAS FUERTES (O ELECTRONES FUERTEMENTE
LIGADOS)

Supongamos un conjunto de 4tomos cuya separacion sea grande en comparacion con el volumen de

estos 4tomos: los electrones estaran en niveles atémicos localizados alrededor de los puntos del espacio
en los que estan los a&tomos (supondremos que estos puntos forman una red).
Pero si disminuimos la separacion entre los atomos (o la constante de la red), los niveles de energia
de los electrones dejaran de coincidir con los niveles atémicos en cuanto que la distancia interatémica
sea comparable al alcance de las funciones de onda atémicas, pues ya que el electron interactuara con
los 4tomos y electrones vecinos.

Queremos ahora acercarnos al problema de cémo describir los electrones de un sé6lido de una
manera alternativa a la aproximacién de electrones cuasi-libres. En el nuevo procedimiento, usaremos
un enfoque méas cercano a la manera en que se construyen las funciones de onda de las moléculas a
partir de las funciones de onda atémicas.

5.4.1. Introduccién. Bosquejo de una descripcion de una molécula sencilla.

Siguiendo con estas ideas, vamos a describir primeramente un modelo que estudia los niveles de
energia de la molécula de hidrégeno ionizada Hj (véase la figura).

La funcién de onda hidrogenoide del electrén

alrededor del proton P; es : -
#C
1
i = —— e~ Ti/ao (5.13)
T
1

con ag el radio de Bohr.

P

Una posible aproximacién a la funcién de
onda exacta 1 del electron en la molécula H; = :
consiste en elegir una familia de funciones de - B B ¢
onda combinacion lineal de los orbitales atémicos R r
(CLOA) dados por la ecuacion (5.13). Esto es,

o

Y = c1p1 + cayp2,
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con pardmetros o coeficientes c¢; y co variables. De esa familia de funciones, se escogeria la funcion de
onda Optima (es decir, la de menor energia).'°
El hamiltoniano del sistema es
72 2 2 2

R R
2mV T2 + R

Si llamamos S;; = (pi|¢;) a las integrales de solapamiento entre las funciones de onda ¢; y H;j =
Vi |ﬁ |90j> a los elementos de matriz del hamiltoniano, al sustituir en la ec. de Schrodinger y multiplicar

por (p;| se obtiene
(Hi1 —ESn)c +(Hig— ESi2)ea =0
(Hgl — ESgl) c1 + (H22 — ESQQ) co =0.

Por normalizacién, tenemos que S1; = Sy = 1, y por simetria que Si2 = So;1 = S. Haciendo los
calculos necesarios obtenemos

2
S = [1+R 1R} e /a0

agn 3 a%
o2
H11=H22=*EH+E*C
e%S
Hiy = Hyy = —EuS + =~ A.

Aqui,

2 2 R
c— wﬂz%ﬁ N R T 7
T2 R ap

2
ool ()
T2 ag

siendo Fp la energia del estado fundamental del atomo de hidrégeno.

Sillamamos F =¢ Fyg, A=A Egy C =1 Ep, el determinante de los coeficientes nos queda

2agp 2ag
-1+ —-T- —1+—])5S—-A—-¢&S
+ R € ( + R ) €
=0
2a0 2a0
—1+—]5-A-¢S —1+—-T-5
( + R > € + R
cuya solucién es
2(10 A + r
R T T
Por consiguiente, el nivel atémico tinico del a&tomo de hidrogeno (¢ = —1) se ha desdoblado al considerar
la molécula de hidrégeno ionizada H;“ al haber obtenido dos soluciones €4 para los niveles de la

molécula.

10 Esencialmente, es un procedimiento variacional de los que se han descrito en la asignatura Fisica Cudntica 11.

g importante hacer notar que, como los elementos de matriz H;; no alcanzan ninglin minimo, el enlace molecular es en
principio debido al solapamiento S (para una discusion méas detallada, véase el tema Moléculas de la asignatura Fisica Cudntica
).

También conviene recordar que se ha utilizado la aprozimacion de Born-Oppenheimer, que supone que el hamiltoniano del sistema
es el de un electron sujeto a interaccion con dos protones fijos (esto es, que la «velocidad» del electron es mucho mayor que la de
los protones)
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4 : - AN ) \ U
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El desdoblamiento de un nivel atémico (como el que acabamos de ver para el nivel fundamental
del 4tomo de hidrogeno) se verifica siempre que la distancia que separa los niicleos de los atomos sea
lo suficientemente pequenia para que exista solapamiento entre las funciones de onda de los electrones
de los mismos.'?

La diferencia entre las energias del nivel :
desdoblado con energia mas baja y el nivel y
desdoblado con energia mayor depende de R
(véase la figura para el HJ), ya que es la
distancia entre los nticleos la que define el
solapamiento de las funciones de onda, pero,
para una distancia R fija, no depende
significativamente del niimero de Atomos
que haya en el sistema: un nivel atéomico
determinado se desdoblard en seis niveles en
un sistema constituido por seis atomos, pero la  Energias de los niveles de la molécula H .
anchura total de ese desdoblamiento apenas variar4 si el sistema es de ocho o diez dtomos separados
la misma distancia R.

5.4.2. Aproximacién (o método) de ligaduras fuertes

Asi las cosas, vamos a hora a presentar un método de célculo de la estructura de bandas de
los s6lidos que de alguna manera recoge las ideas que hemos expuesto. Hemos visto que podriamos
considerar un metal como un conjunto de electrones cuasilibres, perturbados tnicamente por un
potencial periodico débil. Ahora bien, si adoptamos el punto de vista contrario, en el que se hace
hincapié en el aspecto atomistico de un solido cristalino, podriamos considerarlo (sea metal o aislante;
mejor esto ultimo) como un conjunto de Atomos neutros que interactian débilmente, estando los
electrones ligados fuertemente a los iones.

Hay que destacar que este método de ligaduras fuertes se utiliza especialmente como un método
para parametrizar las bandas de energia, de manera que puedan realizarse cédlculos de propiedades
electrénicas sin la necesidad de acudir a procedimientos més sofisticados para conocer las relaciones
de dispersion de las bandas, e, (k).

e La aproximacién que aqui se plantea es una aproximacién que considera importante el aspecto
atomistico de los s6lidos y supone que la interaccién entre los electrones se basa principalmente en
el solapamiento de las funciones de onda de los electrones asociados a aquellos iones que son vecinos
proximos.'® Por lo tanto, es un método valido cuando se verifican dos condiciones:

1. El solapamiento de las funciones de onda es suficientemente grande como para modificar la idea
de atomos aislados.

2. Este solapamiento es suficientemente débil para no abandonar la descripcion atomistica o
localizada de los electrones del s6lido.

12 Mas en concreto, entre las funciones de onda de onda asociadas al nivel atdmico que estamos estudiando.
3 Nota importante: aqui solamente se hara el tratamiento del método para el caso de los cristales de Bravais.
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Estas dos condiciones justifican el uso de la aproximacién para calcular la estructura de bandas de
energia en el caso de metales con capas d parcialmente llenas' y de aislantes en general.

e Sin embargo, es dificil explicar el comportamiento de los electrones Bloch en las zonas interiénicas
del so6lido con una aproximacion de ligaduras fuertes. Esto se debe a que en estas zonas el potencial
cristalino estd por debajo de los noveles atémicos de energia y, ademés, su variaciéon es muy lenta en
comparacién con la del potencial atémico. ;Coémo es posible describir unos electrones de valencia con
funciones de onda localizadas? Como se verd méas adelante, la respuesta a esta paradoja esti en las
funciones Wannier.

e En el método de ligaduras fuertes se supone primeramente que en las cercanias de cada
punto de la red el hamiltoniano periédico H puede aproximarse por el hamiltoniano H,; de un
4dtomo localizado en dicho punto de la red.

También se supone que el espectro de H_; sea localizado, esto es, que si lﬁIatgon = eppp se verifica que
la autofunciéon ¢, toma valores despreciables a distancias mayores que la constante de la red.

Eso nos permite escribir el hamiltoniano cristalino como
H = Hy + AU(r),

donde AU (r)es un potencial que contiene las correcciones necesarias para que el potencial total tenga
la periodicidad de la red.'®

Buscaremos una solucién Bloch a la ecuacion de Schrodinger para H de la forma'®

dar) = 3 Ro(r - R)
R

siendo ¢(r) una funcion parecida a la funcion ¢, (r) y que incluye los distintos niveles n que tiene el
hamiltoniano Hg;. Asi,

P(r) = Z bnn(r)

di(r) = ™R " bon(r) (5.14)
R n
La ES a resolver es

Hyjy(r) = (ﬁat + AU(I‘)) Z ek R Z bnpn(r —R) | =e(k) Z ek R Z bnpn(r —R)
n R n

R

= e(k)¢x(r)

Multiplicando por ¢, (r) e integrando
(09 — ) [ dr eiente) = [ o oAU E)

1 Notese que las capas d suelen estar muy localizadas alrededor del i6n a las que estan asociadas. Compare, por ejemplo, en el

caso de las funciones de onda hidrogenoides los alcances que tienen las funciones de onda s y d.
15 Fs claro que si pp(r) es un autovalor de H,: también lo sera del hamiltoniano H si se cumple que AU(r) = 0 cuando
pn(r) # 0. Esta condicion es poco fisica, pero es aproximada en aquellos casos en los que el modelo de ligaduras fuertes es aplicable.
16 Verifiquese que es una funcion Bloch.
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donde se ha utilizado que <g0(r)\ﬁat\1/1k(r)> = em (Om|V))-
Si ahora usamos la expresion de ik (r), y recordamos que (©p,|¢n) = dmn, Obtenemos

(5(k7) - Em) b = — <€(k‘) — f—:m) Z by Z (/ dr ¢ (r)pn(r — R)) ok R

n R#0

N zn:b" ( / dr @fn(r)AU(I‘)SOn(I'))

+Y b | > / dr ¢ (£)AU(r)pon(r — R) | &R, (5.15)

R+£0

Esta es una ecuacion algebraica, equivalente a la ES, supuestos un AU (r) adecuado y sumas infinitas

Zn y ZR-

Ahora bien, ;cudles son las b, que deben estar en el desarrollo (5.14) para que sea tratable el
resolver la ecuacion algebraica (5.15) dentro de las limitaciones del modelo?

En (5.15) tenemos integrales de solapamiento [dr ¢} (r)pn(r —R) que supondremos mucho
menores que la unidad, ya que el modelo presupone funciones de onda atémicas muy localizadas.
Por ello, el primero y tercer sumando del miembro derecho de (5.15) se pueden considerar pequenos.

También el segundo sumando de (5.15) es pequeno, ya que hemos supuesto que AU(r) lo es cuando

on(r) #0.

Si despreciamos todos esos términos como una primera aproximacion, nos queda que

<€(k) — €m> by, =0 Vm € espectro de Hy
Esto quiere decir que si
e(k) ~e, = engeneral b, #0, m € espectro de Hy
ek)Zem = by ~0.

y, por lo tanto, cuando la energia (k) del electron Bloch esta proxima a la e, de un orbital atémico,
solo el coeficiente b,, es apreciable.

Esto nos hace pensar que, para dar valores menos cualitativos a esta discusion, en la suma (5.14)
va a ser conveniente considerar todas aquellas funciones de onda ¢, (r) que tengan una energia atomica
cercana a la £(k) que estamos considerando (y, por tanto, a las &,).

— Asi, si estamos interesados en la banda de energias proviniente de los electrones s de los 4tomos de
un cristal, entonces podemos considerar solamente una ecuacion, con bs # 0.

— Para las bandas p habrd tres ecuaciones, con by, # 0, by, # 0y by, # 0.

— Para los niveles d habria en principio cinco ecuaciones, pero en general su tratamiento es maés
complicado porque suele ser habitual la existencia de niveles s de energia similar, por lo que (de
acuerdo con la discusion que acabamos de tener) es necesario hibridizar o mezclar todos ellos.

En este punto, y como referencia, conviene recordar como varian los niveles energéticos de los
atomos segin varia el valor de Z, el ntimero atémico. Esto nos permitird discutir qué niveles atémicos
deben entrar en el calculo de bandas de un material determinado.
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En general, una forma de simplificar mucho los calculos del método TB es suponer que las funciones
de onda atémicas tienen un alcance suficientemente pequenio para que solo sean distintos de cero
los términos que provienen de los vecinos mas proximos (esto es, con el R méas pequeno). Esta
aproximacion se suele llamar aproximacion de primeros vecinos.

Ejemplo: Banda s formada por un tnico orbital atémico
De la ecuacion (5.15), con ¢(r) = bsps(r) podemos obtener una relacion para la energia

_ B4 Sr(R)eR
1+ g a(R)ekR

e(k) =es

siendo

Como se supone que a(R) es pequeio frente a uno, segtn las condiciciones de aplicacion
del método, nos queda

E(k) = €5 — 5 - Z’V(R)eik-R ~ gy — 5 — Z’Y(R)ék.R,
R MC

donde MC indica vecinos mds cercanos.

Sabemos que ¢(r) es un orbital s, por lo que es una funcion real que solamente depende
de |r|. Ademas, dada la simetria de inversion de la red de Bravais, AU(—r) = AU(r) y de
esto resulta que 7(—R) = 7(R). Todo ello nos permite escribir

e(k)~es—f— Z’y(R) cos(k - R).
MC
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5.4. EL METODO DE LIGADURAS FUERTES (O ELECTRONES FUERTEMENTE LIGADOS)

e Apliquemos ahora este resultado al caso de una red FCC, que tiene doce vecinos més
proximos, situados en (véase la figura)
R =

(£1,41,0); g(il,o,il); (0,£1,+1).

a
2
Si escribimos k = (kz, ky, k), tendremos k-R = §(+k;+k;), (4,7) = {(z.y); (y,2); (2, 2)}.
Como ¢(r) depende solo de |r| y A(U(z,y,2) tiene toda la simetria de la red, y(R) =
v, VR € MC y

N

k k k k k k
e(k) ~es — B —4y COS%GCOS%G—{—COS%GCOS ;a—l—cos ;acos%a

siendo Y= de' ¢*($,y, Z)AU(.CL‘,y,ZL‘)qb(I‘ - %7y - %72)'

Por consiguiente, hemos obtenido los resultados generales:

— (a) La anchura de la banda es proporcional a v (de hecho, es 12). Por tanto, las bandas
de ligaduras fuertes son bandas estrechas, y cuanto menor sea el solapamiento més estrecha
es la banda.

— (b) Para ka — 0 se tiene que

e(k) ~ e, — B — 12y + yk*a?,

de forma que la forma de la banda de energia es independiente de la direccion de k y las
superficies equienergéticas son esféricas. Esto era de esperar, ya que si k — 0 el electron
no siente la red cristalina y la relaciéon de dispersion ha de ser cuadratica en k.

5.4.3. Comentarios acerca del metodo de ligaduras fuertes

1. Una caracteristica general del método es la relacién entre la anchura de las bandas y las integrales
de solapamiento

73 (R) = — / dr 67(1)AU(r)6;(r — R),

de forma que si los parametros v;;(R) son pequenos también lo son las anchuras de las bandas.
En general, al aumentar la energia de un nivel atémico aumenta su extension espacial y, por tanto,
disminuye la fiabilidad del método para bandas de energia mas elevada. Esto es particularmente
cierto en metales.

2. La funcién de onda de ligaduras fuertes, ¢i(r) = > pe®B>" b0, (r), estd construida
con orbitales atéomicos ¢, (r) localizados. A pesar de ello, un electron Bloch tiene la misma
probabilidad de estar en cualquier celda del cristal, ya que su funcién de onda cambia solamente
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en una fase e’® R cuando se desplaza una distancia R.

Una indicacién més para ver que los orbitales de ligaduras fuertes tienen un caricter itinerante es
que sabemos que v(k) = (1/h) 0e/0k y que si existe solapamiento la banda (k) no es constante
en la, PZB. Esto nos dice que si existe solapamiento de la funciones de onda de los electrones
éstos son capaces de «moverse» por todo el cristal. Al disminuir el solapamiento, la velocidad es
menor pero no se llega a eliminar el «movimientoy.

3. Si el s6lido no es un cristal de Bravais, la aproximaciéon de ligaduras fuertes es més dificil de
hacer. Una manera de tratar entonces el problema es considerar la base como una molécula y
utilizar los orbitales moleculares correspondientes para construir la funcién de onda Bloch.

4. En los elementos mas pesados, el acoplamiento espin-orbita (véase la asignatura de Fisica
Cudntica IT) es importante para determinar los niveles atomicos y debe incluirse en el
tratamiento de ligaduras fuertes. Asi, podriamos introducir en AU(r) esa interaccién y
utilizar combinaciones lineales de orbitales y de funciones de espin. Los coeficientes de estas
combinaciones lineales van a depender también de k.

5. Ocurre a veces que la aproximacion de electrones independientes falla cuando da lugar a bandas

parcialmente llenas que provienen de niveles atémicos bien localizados, cuyas integrales de
solapamiento son pequenas (p. e., los niveles de las capas d y f de los metales).
Este fallo parece impedir el paso continuo, sugerido por el método de ligaduras fuertes, desde un
estado metalico al atémico a medida que aumentamos la distancia interatémica. Y, en efecto, un
cdlculo més completo, que va mas all4 de la aproximacién de electrones independientes, predice
que para cierto valor del pardmetro de la red la conductividad salta abruptamente a cero, y
el material se vuelve aislante. Esta transicion se llama transicion Mott y ha sido observada
en ciertos 6xidos de metales de transicién, que se vuelven sibitamente aislantes por encima de
cierta temperatura.

5.5. FUNCIONES DE WANNIER

Vamos a demostrar ahora que la base del método de ligaduras fuertes es vilida. Para ello hay que
hacer notar que una funcion de onda Bloch ¢, (r), para un r fijo, tiene la periodicidad de la red
reciproca. Por consiguiente,

Unk(r) = Y fu(R, 1) RE, (5.16)
R
donde las funciones (de) Wannier f, son los coeficientes de Fourier del desarrolllo, esto es,
1 :
fa(R,T) = / dke By (r). (5.17)
QpzB JpzB

Ahora bien, f,(R,r) permanece inalterada si se desplazan en (5.17) tanto r como R una distancia
Ry € RD y por tanto

fa(R,1) = fo(r — R)
(estas funciones solo dependen de la distancia existente entre el punto r donde calculamos la funcion
y un punto R de la red directa).

Como las funciones Wannier f,(r —R) son ortogonales'’, y cualquier funcién Bloch puede
expresarse como combinacon lineal de ellas, forman un conjunto ortogonal completo cuando n € Ny

R € RB.

17 Las FW de distinto n v R son ortogonales entre si.
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La similitud'® de la forma de las FW y las funciones de onda del método de TB hace confiar
en que las FW sean también funciones localizadas. Sin embargo, si la banda no es una banda de TB
suficientemente estrecha, cuando intentamos describir el electréon Bloch con FW éstas no tienen apenas
parecido con las funciones de onda electronicas de los dtomos aislados.

Las FW pueden constituir, por lo tanto, una base util cuando estamos interesados en describir
propiedades electronicas en las que tienen importancia la localizacion de los electrones y justifican la
utilizacién del método de TB en determinadas circunstancias.

e Como ejemplo, vamos a aplicar estas FW al estudio de la ES de un electrén en una red perturbada
por un potencial Hy que varie lentamente.'? La ES a resolver es

Hippae(r) = (Ho + Hp)hni(r) = entbpic(r),

donde Hy es el hamiltoniando del cristal ideal. Dado que las fW constituyen una base para desarrollar
las FB del cristal ideal,

Ynk(r) =) fulr = R)eNER, (5.18)
R
parece adecuado sugerir que la B 9, (r) del sistema perturbado puede escribirse como

PO = fulr - R)ma(R), (5.19)
R

donde 7, es una funciéon moduladora que no conocemos, aunque supondremos que varia lentamente
con R.

Sustituyendo en la ES anterior, multiplicando por f(r — R) e integrando,
Z/dr [f;(r - R) (H’o +H, - €n> fa(r —=R)n,(R)| =0.
R
Si H; varfa lentamente en la celda unidad,
S [ [t~ R)Hofole ~ Rymn(R)] + (R, (R) = £ (R). (5.20)
R

Se sabe que la relacion de dispersion

00 = [ dr U o))
es peritddica en la RR y se puede desarrollar en serie de Fourier:

(k) =D AR")e ™R con  AR) =) (k)™
R” k

Esto hace que el primer término de (5.20) pueda reducirse a

SN e ® Ry RO (k) = S . (R)AR — R)
k R R

18 Sustituyendo en (5.16) se obtiene

Vi) = 3 fu(r = R, )Rk,
R

similar a la manera de como obtenemos la funcién Bloch a partir de orbitales atémicos en el método de ligaduras fuertes.
19 puede ser, por ejemplo, un campo externo que tenga una longitud de onda A mucho mas grande que el pardmetro de la red.
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v se convierta en

> A7 (R~ R) + Hy (R0, (R') = eaa(R))
R
La variacion de 7, con su argumento es lenta y se puede desarrollar
(R =R) = 5u(R) ~ Vi (R)) - (R = R) = |- &RV, ()

con lo que queda

Z A(R)e_(R,_R).v + Hy (R/)] M(R) = ennn(R')

R

y, cambiando a variables continuas,

2069 + 1 (1) | 1 (x) = (). (5.21)

Esta ecuacion es similar a la ES, cambiando k por iV, y en ella aparece como potencial el potencial
perturbador Hi.

Todo lo anterior significa que el problema ha quedado resuelto mediante la solucion (5.19),

® moduladas por las funciones 7,(R) que vienen

wfllk) (r), en términos de soluciones no perturbadas,”
determinadas por (5.21).

Debe notarse que ahora se tratan las envolventes 1, (r) como funciones continuas de r (ya no solamente
estan definidas para los puntos de la RD) y que, como se ve en (5.21), su integraciéon es muy similar

a la integracion de la ecuacion diferencial de la funcién de onda de un electron.

20 Son las funciones Wannier f,,(r — R)
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CAPITULO 6
DINAMICA DE LOS ELECTRONES

6.1. PROPIEDADES GENERALES DE LA FUNCION ¢y (K)

e La funcién ¢,(k) es continua y diferenciable en la PZB.

Desarrollemos la funcion ¢, (k,r) para un punto k + g de la PZB cercano al punto k, utilizando
como funciones base el conjunto

Xn(k +g,1) = €87 (k)
Dada la ortogonalidad de las x,(k + g,r)," podemos escribir
wn(k T8 I‘) - Z Bnm<k + g) Xm(k + 8, I‘) = eig.r Z Bnm(k + g) wm(kv I‘).

m

Supongamos que la funciéon e, (k) no sea degenerada en el punto k. Aplicando el hamiltoniano a la
funcion Bloch ¢, (k + g, r) tenemos Hyy,(k +g,r) =e,(k+ g) ¥n(k + g, ).

Por tanto,
Hipn(k + g, 1) = {—;ﬂw + U(r)] (ffig'r > Bum(k + g)tm(k, r))

= ¢l8T Z Bum [—hv2 +U(r)+ 5—29 -V + hng] Ym(k, 1)
- 2m im 2m ’

h292

2m

2
= 6ig-r Z Bnm |:5m(k) + %9 -V + :| wm(k’ I')

=en(k+g) Ynlk +g,r)

Multipliquemos ahora por e 8Ty* (k,r) las dos lineas de las tltimas igualdades anteriores. La

pentultima da
2 2

h? h
; Bnm |:Em(k) + %g -V + 2’;Tq7,:| ¢m(k7 r)w;ﬂ (kv I‘)

! Este conjunto es ortogonal, pues

/ X5 (k + g )xn (k + g")dr = / (B 8Ty (I v) by, (k, T)dr
:/ei@”*g,)‘ru;,(k r)un, (k, r)dr

Ahora bien, las funciones v tienen la periodicidad de la red y se pueden desarrollar en serie de Fourier. Esto nos indica que también
el producto u}, (k,r)un(k,r) tiene la periodicidad de la red y se puede escribir

uy (k,r)un(k,r) = ZAg"e_iG‘r.
G
Luego
/X:// (k + g/)X'n(k + g”)dr = Z Agn / ei(g‘—g/—G)»rdr =V Z Agnég”,k’+(}
G
siendo V' el volumen del cristal.

Ahora bien, si G # 0 se tiene que tanto g’ como g’ tienen modulo mucho menor que G. Por lo tanto, solamente es posible escoger
G = 0 en la sumatoria y, finalmente, nos queda

/X:L/ (k + g,)Xn(k =+ g”)dr = VA(’}/"zSgu,g/ = 59”,9/ /uz,undr = 69”,9’ /’ll):;/dJndr = 59//,9/(5”7,’1/

que es lo que se queria demostrar.
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v la dltima se escribe como

en(k + g)w” (k +8; r)w;’ <k7 r)e—ig-r = en(k + g) eET Z Brm(k + g)wm (k,r) ¢;kn’ (k, r)e—ig-r

m

=en(k+8) > Bum(k + &)tm(k, r)i}, (K 1)

m

Si integramos ambas partes sobre dr en todo el espacio nos queda

72 g2 h
En(k + g>Bnm’ (k + g) = [5m(k) + 27‘791:| By + Z Bnmag *Pm'm
m
72 g2 h h
= |:5m(k) + % + Eg ' pmm:| Bnm’ + Z Bnmag *Pm/m
m#m/’
Luego
h2g? h
<5n(k + g) - 5m’(k>>Bnm’ = %Bnm’ + SummBnmEg *Pm/m- (6'1)

Esta ecuacion es formalmente idéntica al la obtenida en teoria de perturbaciones (recuerde los
contenidos de la asignatura Fisica Cudntica II) si la expresamos como

(20 (k+ &) = £ () B = > Vinrm B

siendo
h292
Vm’m’ = T + —8 P/
m m
Vm’m: —&g " Pm'm m,:m~
m

Por consiguiente, la solucion a la ecuacion (6.1) la podemos obtener formalmente mediante teoria
de perturbaciones, teniendo en cuenta el término perturbador V. Escribimos pues directamente que

h2g2 h2 ’g'pan

2m  m? = en(k) — em(k) (6:2)

siendo

Pnm = —ih/w,*n(k, r)Vi,(k,r)dr

el elemento (n,m) de matriz del operador momento.

Por lo tanto, €,(k) es continua si es una funcién no degenerada en k; es evidente si se hace g — 0
en (6.2).

e Tensor de masa efectiva.
Si desarrollamos ¢,(k 4+ g) para |g| suficientemente pequeno se tiene que

ey,

1
en(k +g) :En(k)+g'vk5n+2§ﬁ:
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Reescribamos los términos de orden 2 en g del anterior desarrollo (6.2) de perturbaciones para
en(k + g) como’

8
n?g®> | W g - pnm\ aﬁ gagﬁpnmpmn
o T m2 = en(K) — e Zgagﬁ ap + e Z —em(k)

Por otra parte, el término de segundo orden de (6.3) es

Igualando ahora ambos términos se obtiene que

1 aZEn _ h Z pnmpmn
2 0kaOkp 2m m2 an — Em k) )
Pero p es un operador hermitico (esto es, cumple que p,, = p%,,,, etc.) y nos queda

2 Okadky  m T m2 en(k) — em(k)

1 825n 1 Z pnmpmn + prﬁzmpmn (64)

Como para un electrén libre no apareceria el segundo sumando en el miembro de la derecha de
(6.4), podemos interpretar dicha ecuacion diciendo que el electrén Bloch lleva incorporada en sus
propiedades (esto es, en su funciéon de onda) la interaccion con la red cristalina. El miembro derecho
de esta ecuacion recibe el nombre de tensor de masa efectiva ya que sustituye a la masa escalar
del electrén libre.

e En la tabla siguiente se presenta un cuadro comparativo entre los electrones libres y los electrones
Bloch.

Comparativa entre electrones libres y electrones Bloch

Electrones libres Electrones Bloch

Funcion de onda elkr Un(k, 1) = e*Tu, (k, r)

Numeros cuénticos | k (hk=momento), siendo k un | k,n, Ak=momento cristalino; n=indice
(sin espin) vector del ER que verifica las c.c. | de banda
de Born-vonKarman

Autovalor de H e(k) = R%k?/2m en(k), con g,(k + G) = g, (k)

Velocidad v = hk/m = (1/h)0e/0k vn(k) = (1/h)0e, (k)/0k

(1/h2)(825 0k o Ok ) N 75 Ly PimPinn + Pl
n aURB m af af m2 &m#n en(k) — em(K)

2 .
Aqui se usa que

|g pnm‘2 (g an) (g . pnm)* = <Z gapﬁm> (Z gapgm> .
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6.2. FENOMENOS DE TRANSPORTE

En estas condiciones queremos estudiar fenémenos de transporte asociados a la dindmica de los
electrones Bloch. Convendria, sin embargo, responder antes de nada a un par de cuestiones previas.

= ;Cuaél es la naturaleza de las colisiones?
Drude supuso que los electrones colisionan con los iones fijos y pesados, pero esta suposicién no
estd de acuerdo con los grandes recorridos medios medidos en metales.
Por otra parte, la teoria de Bloch excluye las colisiones, ya que las funciones de ondas Bloch
son soluciones estacionarias de la ecuaciéon de Schrédinger, ecuacién que incluye el potencial
(periddico) de los iones. Si un nivel Bloch 9, tiene una velocidad media no nula no podemos
afirmar que las colisiones con los iones disminuyen esa velocidad, ya que todas las interacciones
del electron con (la distribucion periddica de) los iones se han tenido en cuenta en la ecuacion
de Schrédinger de la que ¥, es solucién, de forma que la conductividad de un cristal perfecto
ha de ser infinita.
La razon de que los metales tengan una resistencia eléctrica estriba en que existen impurezas,
vacantes, y otras imperfecciones que limitan la conduccion: a temperaturas muy bajas estas son
las causas de la resistencia. Ademas, a temperaturas finitas existen vibraciones de la red que
modifican la periodicidad perfecta de la misma, y como las distorsiones respecto a una red ideal
dependen de la temperatura, asi lo hace la resistencia.
Por consiguiente, sin saber cémo es el mecanismo de colision, intentaremos sacar consecuencias
del hecho de que tal mecanismo existe y lo describiremos mediante una aprozimacion del tiempo
de relajacion 1.2

= ;COémo se mueven los electrones Bloch entre colisiones?
Vamos a estudiar, para responder a esta pregunta, un modelo semiclisico de dindmica de
electrones. La justificacion de este modelo es realmente dificil, pero se puede argumentar a
posteriori que el modelo resuelve con éxito muchos de los misterios a anomalias de la teoria de
electrones libres.
Sabemos que la velocidad media de un electrén en un nivel Bloch 9,y es

192, (k)
h ok

Construyamos ahora un paquete de onda de niveles Bloch,*

Un(r,1) = D g o ()=
k/

vn(k) (6.5)

con g(k’) ~ 0 si |k’ — k| > Ak y siendo Ak pequetio en comparacion con el tamaiio de la ZB.
Por tanto, &, (k) variara poco en todo el rango del sumatorio. Este paquete de ondas sera una
buena descripciéon de un electrén si no es necesario especificar su posicion en méas detalle que
la extension del paquete de ondas. Como Ak es pequeno en comparacion con las dimensiones
de la ZB, entonces (dado que la extension del paquete de ondas en el espacio es del orden de
AR ~ 1/Ak) resulta ser mucho mayor que el pardmetro de la red a.

La formula de la velocidad dada por (6.5) es formalmente la misma que la de velocidad de grupo
de un paquete de ondas.

El modelo semiclasico va a tratar entonces con paquetes de ondas cuya extensiéon es mucho mayor
que a, sometidos a campos externos cuyas longitudes de onda son, a su vez, mucho mayores que
la extension AR de los paquetes. El problema es que, sin embargo, el potencial periédico de la red
varia en distancias pequenas comparadas con la extension AR y por lo tanto no podemos tratarlo

3 Puede repasar lo que se ha tratado sobre esto en la asignatura de Termodindmica II
4 Recuerde el significado de paquete de onda de las asignaturas de Fisica Cuantica.
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clasicamente: el modelo semiclasico va a tratar los campos externos de manera clasica, pero no asi el
potencial de los iones. La predicciéon del movimiento del vector de posiciéon r y del vector
de onda k de cada electron se hace en el modelo semiclasico en base tinicamente de la
estructura de bandas ¢,(k) del metal .

Por tanto, se puede utilizar el modelo para dos cosas:
— calcular propiedades de transporte a partir de la estructura de bandas (calculada previamente) de
un metal.
— deducir las caracteristicas de la estructura de bandas de un metal a resultas de las propiedades de
trasporte observadas.

6.3. MODELO SEMICLASICO (ENTRE COLISIONES)

e Una vez que se han respondido a las preguntas anteriores, proponemos el modelo semiclisico para
la dindmica de los electrones Bloch basado en los siguientes puntos:

1. El indice de banda n es una constante de movimiento, de forma que el modelo semiclésico ignora
la posibilidad de transiciones interbandas debidas a los campos externos que tratamos con este
modelo.

Nota 1: En el equilibrio, las bandas con energias muy superiores a er + k7 se hallan
desocupadas. De este modo, solo hay que considerar portadores en aquellas bandas de energia
cuya energia sea menor que £,(k) < ep + mkpT con un valor pequeiio de m. Ademés, como
se demostrara que las bandas llenas son inertes a campos externos, solamente son necesarias un
nimero pequeno de bandas para describir las propiedades de transporte de un sélido.

Nota 2: En este modelo los campos externos no producen transiciones interbandas, por lo que no
sirve para estudiar fenémenos como la absorcién 6ptica, donde si se presentan estas transiciones
(en ese caso, los campos externos no son de longitud de onda larga).

2. Las ecuaciones de movimiento para r y k son (en el caso de un CEM)

d _ 10en(k)

at = v =2

(6.6)

h%k — —c |E(r, 1) + %vn(k) < B(r,t)| = Fout(r) (6.7)

Notese que la ecuacion (6.7) es distinta a la usual dp/dt = Fiota), ya que por una parte Fiopa =
Fext — VU(r) # Fext y Bk no es el momento lineal; pero es razonable que asi sea ya que un
electron Bloch incluye en su funcion de onda el efecto de la red cristalina (por lo que cabe esperar
que la variacion de k sea tinicamente debida al campo externo y no al total).

La cuestion importante es que esta ecuacién es rigurosa: no se refiere, pues, a un valor medio
de k, promediado en un paquete de ondas, sino que se refiere a cualquier estado con un valor
de k reducido, que permanece como tal estado bajo la accién del campo externo, con un valor
determinado (y dependiente del tiempo) de k reducido.

Demostracion unidimensional (Kroemer, AJP, 1985)
Supongamos un cristal unidimensional. Sea una fB |nk) y Tk el operador de traslacion
correspondiente a un vector R € RD,

Trink) = e*F|nk). (6.8)

Llamamos I:I[) al hamiltoniano de Bloch del sistema, y Feyt a una fuerza externa
uniforme que acttia sobre los electrones del cristal.
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Se cumple que

[ﬁU,TR} —0
|flo — Foit, Tr| = Foci RTp. (6.9)

La derivada temporal del valor medio de Tr es
d Py — i

Ciin) = 2 ([ATh]) = S FaaR(TR) = () =Ty FOF (610)

siempre que

£ (k1) = Fox.

Por tanto, el valor medio (TR> tiene una expresion parecida® al autovalor de TR,
sustituyendo el valor k(t) a k y apareciendo Ty. Este valor medio (T’z) no es solamente
el del estado |nk) sino también el de cualquier estado electrénico posible,® que siempre
se puede escribir como una combinacion lineal de |nk),

nk

h

Por tanto, el valor k(t) para un instante dado puede entenderse como el promedio
de los k que aparecen en |1)) en dicho instante. Pero e*? € C y |e*f| = 1, por lo que
el valor medio estara dentro del circulo complejo de radio unidad y solamente estara
sobre la circunferencia unidad si todos los k que aparecen en la suma que define |¢)
tienen el mismo valor reducido.

En resumen, si partimos de un estado con un vector k bien definido (esto es, un
estado |nk)) el valor de k evoluciona en el tiempo como un estado con un vector k(t)

bien definido que verifica que
dk(t)
h——= = Fex
dt ‘

bajo la accién de un campo externo uniforme.

3. Parte cuantica del modelo. Los nimeros cudnticos (n, r.k) y (n, r.k + G) son equivalentes
para la descripcion del mismo electrén. Todos los k de una banda estdn en una tnica celda
primitiva del ER. En equilibrio térmico a temperatura T, la ocupacién de un estado
electrénico de energia ¢, (k) en la banda n con vectores de onda en un elemento de volumen
dk es

_dk dk/(473)

T 4m3 T eleal)—pl/kBT L 1°

flen(k))

Sin embargo, por simplicidad, usaremos por distribucion de equilibrio la misma que a T' = OK.
Por tanto, para e,(k) < € se tiene que f(e,(k)) = 1y para e,(k) > ep, f(en(k)) = 0. Esto
es debido a que para los metales los efectos de que la temperatura no sea nula suelen tener una
influencia despreciable en las propiedades que vamos a discutir.

5 Sin la presencia de Fext toma el valor ek R,

5 En efecto, la ecuacion (6.8) se cumple para cualquier n y k, por lo que la ecuacion (6.9) también se verifica para el estado |¢).
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e Las bandas llenas son inertes

La densidad de niveles en una banda llena (con energia menor que er) es dk/4m3, que no es més
que la condicion 3 del modelo semiclasico a T'= 0 K y con €,(k) < ep. Por tanto, en una region dr
hay dr dk/4m3 electrones con su vector de onda en dk. Asi, pues, tenemos una descripcién semiclasica
de una banda, llena diciendo que la densidad de electrones en el espacio fasico (r,k) es 1/4m3.

De igual manera que en el espacio fasico clasico (r,p), tenemos un teorema de Liouville que dice
que: sea una region Q; del espacio fdsico definida, en el tiempo t, por un conjunto de vectores r y k.
Si llamamos r' y K'a los vectores en los que, a tiempo t', han evolucionado cada uno de los vectores r
y k, el volumen de Qp de estos vectores en el espacio fdsico es igual al volumen de .

Esto quiere decir que la densidad de electrones 1/47% de una banda llena se conserva en el tiempo,
de forma que el movimiento semiclasico entre colisiones no altera la configuracion de una banda
llena.

Ahora bien, la densidad de corriente eléctrica y de corriente de energia son

o [ k1o [ gl L[ denot
J= € Cp47r3h8k Je = CP47T36 h@k_2 CP4773h 81{

y, dado que la integral sobre una CP del gradiente de una funcién periédica es cero, ambas corrientes
son nulas.

En resumen, solamente los electrones de bandas parcialmente llenas contribuyen a
los fendmenos de transporte, y el nimero de «electrones de conduccidény» es igual al nimero de
electrones en estas bandas.”

e Masa efectiva. Dinamica de estados cercanos a un méaximo de una banda

Cerca del maximo de la BV, la energia se puede desarrollar como
e(k) ~e(ko) — A(k —ko)? A >0, (6.11)

donde kg corresponde a dicho maximo. Si el punto kg tiene una simetria suficientemente alta (esto es,
es un punto de la ZB de simetria alta) y si definimos la masa efectiva m* (< 0) mediante la relacion
h?/2m* = — A tenemos que
1 0e h(k — ko) d h
kk\=—-—~(k~ky) +——"—"+ — = —v(k) =
vik) = g = (k= ko) = +=200 a= gV

lo que nos dice que la aceleracion es paralela a dk/dt.

La aproximacion de masa efectiva nos permite establecer una relacién directa entre la
variacion de la velocidad v(k) en el tiempo con la fuerza externa, Fexi, atin en el caso en que la
relacion de dispersion e(k) no sea parabolica como en (6.11).

En efecto, en principio la dindmica semiclasica de un electréon Bloch viene determinada por

1
v(k) = %Vks(k) velocidad de grupo del paquete de ondas que representa un electréon
hdk/dt = Fext Foxt es la fuerza externa sobre el cristal

pero no hay relacién entre la velocidad v(k) y k.

e a) Sea una banda parabdlica, y supongamos una masa efectiva m* escalar. Definimos

m*5V = h(;k — m*% = Fexta

7 s : . .
Por consiguiente, un s6lido con un nimero par de electrones por CP puede tener unas cuantas bandas llenas y el resto vacias,
de forma que es un aislante eléctrico y térmico (al menos, en lo relativo a transporte térmico por electrones). Esta es una condicion
necesaria para que el cristal sea un aislante, pero no es en absoluto una condicion suficiente.
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siendo 1/m* = (1/h?) 0%¢/0k? un parametro definido por la curvatura local de la banda.®

e b) En un caso maéas general, la aprozimacion de masa efectiva hace que m* no sea un
escalar, sino un tensor. Por consiguiente, v no es paralela a dk, sino que cumple la relacion

1 1 1 0% dv; 1
(S"U'L—h; (’rn*)ékj - <7’I’Z*>Z]_h28klak] = dt —;<W>1Fextd

) J

6.4. RELACION ENTRE LA CONDUCTIVIDAD ELECTRICA Y LA SUPERFICIE
DE FERMI

Supongamos un metal bajo el efecto de un campo eléctrico y consideremos el metal como un gas
de electrones libres en la aproximaciéon del tiempo de colisién. En el estado estacionario, la velocidad
de arrastre asociada a la corriente eléctrica que induce ese campo® se corresponde con un cambio en el
vector de onda de cada electron de la esfera de Fermi, dk, que podemos evaluar como dk = (m/h)v =
—(er/h)E. Por consiguiente, el sistema tendra una funcion de distribucion para los electrones tal que
su esfera de Fermi estara rigidamente desplazada por este valor de dk.'°

Si tomamos en cuenta las colisiones, la ecuacion de movimiento (6.7) se puede reescribir dentro de
)
la aproximacion del tiempo de relajacion como'!

dk 0k
Zh ) =eE
h(dt+7> eE,

De esta manera, dk es el equivalente (en el ER) a la -
velocidad de arrastre del campo eléctrico, en el sentido de -
que 0k es el desplazamiento de la superficie de Fermi con ( "‘-
respecto a su posicion en equilibrio térmico cuando E = 0.

Calcularemos ahora la conductividad eléctrica asociada

a esta perturbacion de la superficie de Fermi, sin utilizar el '.-‘——.{\
concepto de masa efectiva. \ \ y
. , . R
Consideremos un elemento de area dSg de la superficie -

de Fermi, que se desplaza una distancia ¢k = eE7/h bajo ok
la accion del CE.'?

Todos los electrones que estdn en el volumen dSy - dk
tienen aproximadamente una velocidad vy y llevan una
corriente

_ 2
dj = W@VF (dSr - 0k) FIGURA Desplazamiento de la
esfera de Fermi

& En un semiconductor, cerca del tope de la BV se obtiene m7%y, < 0, mientras que en las proximidades del minimo de la BC
tendremos mp .~ > 0.

9 Que viene dada por v = —(er/m)E

10 Como siempre, el que la temperatura no sea nula y que, por consiguiente, la funcion distribucién de electrones no sea
exactamente una esfera de Fermi (pues tiene una zona alrededor de e , de anchura aproximada kg7, en la que hay tanto estados
ocupados como desocupados) no es relevante pues sabemos que kpT/ep < 1 (aproximadamente 3/1000 a temperatura ambiente).
Como ya se vié, para corrientes del orden de 107 A/m2 la velocidad de arrastre en un metal se puede estimar como de 1 cm/s,
que es 10~ 8vp. El desplazamiento de la esfera de Fermi es, pues, realmente pequefio y mucho menor también que el «desenfoque»
debido a la energia térmica.

1 FEsto se hace reescribiendo la ecuacién de movimiento de manera andloga a la ecuacién para la velocidad en el modelo de DS,

d
7w(l+3>=£.
dt T

Obviamente, este desplazamiento variara sobre la superficie si el tiempo de relajacion varia con k, esto es, si 7(k).
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y la corriente total del sistema se obtiene integrando sobre la superficie de Fermi (SF)'

1
1= — . k
I= 13 SFedSF (vp - k)
o2
= — dsS -E
7 70Se (0B
) A
== "B dSp = oE
13T SF’TVF dSp =0

donde se ha usado que vp = (1/h)Vke|e=cp,'* v se ha definido una conductividad escalar efectiva
oer = |j|/|E| (dependiente de la direccion de E)

62

A3k

Oefec =

/ rvp - E dSp
SF

Suponiendo que T es constante, y que los electrones tienen la velocidad de Fermi, esta conductividad
se puede escribir como

2
o — € I Sefec
efec A 3 A elec P

donde [gjec €s el camino libre medio promediado en la esfera de Fermi y S%fec es el area efectiva o libre
de la SF. En consecuencia, en un metal donde la superficie de Fermi esté restringida por el contacto
con planos de la ZB,'® la conductividad viene determinada por el area libre de la SF, més que por el
numero total de electrones.

Asi, en los elementos pentavalentes como el arsénico, antimonio o bismuto, que por su estructura
cristalina tienen una superficie de Fermi se ve muy reducida (frente a la esfera de Fermi de electrones
libres) presentan conductividades eléctricas y térmicas comparativamente bajas (son semimetales).

6.5. CRITICA Y DISCUSION DE LA APROXIMACION DE ELECTRONES
INDEPENDIENTES

A primera vista, la idea de describir un metal como un conjunto de electrones cuasilibres, o
incluso como un sistema de electrones Bloch (independientes), parece una aproximacion excesivamente
optimista. Asi, haciendo unas estimaciones sencillas, si hablamos de 6rdenes de magnitud, la energia
cinética de los electrones es del orden de la ep de un gas de electrones libres,'® mientras que la
interaccion con la red es del orden de la interaccién de un electrén con un ién positivo a una distancia
del orden de A. La interaccion entre electrones también puede considerarse del orden de una interaccion
culombiana de dos electrones separados por una distancia similar. Y todas estas energias son del orden
de pocos eV, de manera que parece poco serio despreciar cualquiera de ellas frente a las otras.

e La energia de interaccion entre electrones es muy dificil de tratar, ya que su alcance es infinito.
Sin embargo, este largo alcance de la interaccion tiene efectos macroscopicos, de forma que si no
hay neutralidad local de carga los efectos podran observarse a gran escala. Esto puede simplificar el
tratamiento del problema.

En efecto, recordando las oscilaciones de carga (plasmones), de las que se hablo al tratar del modelo
de DS, si suponemos que los electrones en movimiento colectivo no sufren colisiones en una de sus

13 Recuérdese que la distribucién de equilibrio con E = 0 no da lugar a corriente.

M por tanto, v es paralela a dSy y puede hacerse el intercambio de vectores que se ha hecho.

15 Esto quiere decir que la red cristalina (o el potencial perodico de la red) hace que la superficie de Fermi efectiva sea muy
distinta de la esfera de Fermi de electrones libres.

16 Esto viene determinado esencialmente por la estadistica cuantica, que rige las propiedades estadisticas de los electrones.
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oscilaciones, podemos escribir

V-E =4n(n — nyp)

dv
ma =eE donde v es la velocidad de arrastre debida al campo E
y por la ecuacién de continuidad,
0 0
a—TtZ +V-(nv)=0 = n-—np<ng (linealizacién) =— a—rz +noV-v=0.
Derivando de nuevo, y usando la ecuacién de movimiento,
9%n 0 4mnge
— =—NV - v=———(n—n
ot Yot m (o)

y esto nos indica que la densidad p realiza un movimiento oscilatorio armoénico respecto a pg. La
frecuencia de ese movimiento es
4rnge?

wy = ——— = 100571 = hw,~10eV
m

(notese que este valor de w), es coherente con no haber incluido las colisiones en la discusion).

Es evidente que con ese valor tan grande de hw, es dificil excitar térmicamente plasmones y
el sistema de electrones estard en su estado fundamental y no aparecerdAn movimientos de la carga
electrénica con una longitud de onda muy larga.

El tratamiento ha sido, evidentemente, aproximado pero ilustra el efecto de que cualquier
perturbacién de la carga electronica respecto al equilibrio con una longitud de onda muy grande
provocaria una oscilacion de gran alcance que oscilaria con una frecuencia wy.'”

e FEl cociente vp/w, es proporcional a n~1/6 (va que vp nl/3 y wp X n1/2). Entonces, si n es
suficientemente grande los electrones podrian llegar a apantallar el potencial de los iones positivos;
de esa manera, resulta posible que aparezcan estados electronicos deslocalizados en el cristal (en ese
momento el s6lido se convertiria, por asi decirlo, en un metal). Esto es un proceso colectivo y altamente
no lineal: a mayor ntimero de electrones, mayor apantallamiento, lo que justifica de alguna manera la
transiciéon brusca de metal a aislante que ocurre en ciertos éxidos metéalicos al aumentar la temperatura
(transicion Mott).

Otra manera de decir esto es que para que un sélido esté en un estado metélico debe tener una
densidad electronica suficientemente alta, pues para densidades mas bajas los electrones quedarian
localizados en los iones.'®

e Por otra parte, solo se ha considerado la velocidad de arrastre por el campo externo, pero no la
velocidad media debida a la energia cinética de los electrones, que es del orden de vg.'? Esto significa
que queda parte de la interaccidon culombiana entre electrones por apantallar, aquella correspondiente
a distancias del orden de v /w, (por tanto, de corto alcance ya que vp/w, =~ 106/10"0m ~ 1 A).20

Para las posibles colisiones entre los electrones se puede considerar una seccion eficaz Seficay pOr
electron del orden A2, lo que permite escribir un camino libre medio y un tiempo de relajacion

1 1
= UpT == T=

l= =
NSeficazVF

nsS, eficaz

17 gila carga no es inicialmente un distribucion uniforme obtendrfamos una frecuencia variable con k, wp(k), en vez de wyp.

1% Fge concepto ya se discuti6 en bastante detalle al hablar del solapamiento de las funciones de onda cuando tratamos el método
de electrones fuertemente ligados.

19 pyesto que los electrones se desplazan una distancia del orden de vg/wp en cada oscilacién de plasma, las oscilaciones de
plasma apantallan solamente la parte de largo alcance, mucho mayor que la distancia vp /wp .

20 En el caso en que se discuta el apantallamiento a través de una funcion dieléctrica €(q), recuérdese el significado de kpr (p.
e.) y el valor que toma.

116



6.6. HUECOS

Este tiempo de vida 7 da lugar a un ensanchamiento en los niveles monolectronicos del orden de

Ae = h/T = nSeficashUF ~ %5}7 ~ep,
kr
donde se ha usado que (nSeficaz/kr) es del orden de la unidad. El ensanchamiento Ae es, pues, del
orden de la propia energia de Fermi, con lo que podriamos concluir que la descripcién monoelectrénica
no tiene sentido, a pesar de que una parte muy importante de la interaccion electron-electrén estéa
apantallada por los plasmones.

Pero, como ya se comenté anteriormente, el espectro experimental de emisién de rayos X de los
metales muestra que la energia de los electrones no tiene esa incertidumbre tan grande, Ae >~ ep.
En consecuencia, el tiempo de relajacién real de los metales debe ser mayor que el que aqui se ha
estimado.

En realidad, toda la discusién anterior esti viciada porque no estamos considerando el principio
de Pauli, ya que cuando se toma en cuenta la estadistica cudntica solamente una fraccion del orden
de T/Tr de los electrones pueden colisionar (es la fraccion que corresponde a aquellos electrones
que pueden intercambiar energia, que son los que estdn en un entorno de energia kT alrededor de
er).?! Por tanto, el nimero de colisiones por segundo y por unidad de volumen ha de pasar de ser de
n/T = n?SeficazVF a ser n? (T/TF)2 SeficazVF- Como resultado,

(T/Tr)? B NSeficartF ( T )2 ( T )
T= - == Ae~—~———— | — | kT |(=—].
NSeficazVF T kr Tr P\ Tp
Para la temperatura ambiente (7 ~ 300 K) Ae toma el valor Ae ~ 5 x 10723 J ~ 3 x 107 eV, y
entonces 7 ~ 2 x 10712 s,

Este tiempo de relajacién resulta ser uno o dos 6rdenes de magnitud mayor que los obtenidos
experimentalmente midiendo resistividades eléctricas®® por lo que debemos interpretar que las
colisiones electrén-electrén son despreciables frente a las otras perturbaciones que sufren
los electrones, por ejemplo la interaccion con los iones en movimiento (fonones).

6.6. HUECOS

La contribucion de todos los electrones de una banda dada a la densidad de corriente es

dk
j=—e / —v(k),
ocupados 43 ( )
pero como
1/ dk (k)—O—l/ dk (k)+1/ dk v (k)
43 zona v - 43 ocupados v 43 desocupados v

nos queda

dk dk
[ ovio=—[ 2
vactos X7 ocupados *7
y podemos concluir que:

«la corriente producida por los electrones que ocupan unos niveles determinados en una
banda es la misma que se produciria si dichos niveles estuvieran desocupados y todos los
otros niveles de la banda estuvieran ocupados con particulas de carga +e».

Estas particulas ficticias que podrian llevar corriente se llaman huecos.

21 Esencialmente, se van a dar aqui los mismos argumentos ya discutidos en la seccion (4.9).
22 - _ -
Los valores experimentales son del orden de 7 ~ 10~14 —10=15 5.
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Por lo tanto, el transporte de corriente en una banda parcialmente llena puede explicarse de dos
maneras alternativas: o bien mediante los electrones o bien mediante los huecos de la banda, pero sin
mezclar ambos mecanismos al tratar la misma banda.

e Propiedades de los huecos

Vamos a describir las propiedades de los huecos, que podriamos definir como los niveles energéticos
vacios de una banda. Son fundamentales para describir la fisica de los semiconducntores y al estudiar
los detalles de la electronica del estado s6lido. En todo caso, debe pensarse también que este tipo de
portadores pueden aparecer también en metales.?®

1. (Semiconductores y metales) El cuasimomento k; del hueco es opuesto al k. del
electréon que ha producido la vacante en la banda. En efecto, pensemos en una banda
llena, uno de cuyos electrones salta a la banda siguiente al ser excitado por un fotén.

FIGURA: Excitaciéon vertical de un electrén.

La suma de cuasimomentos extendida a toda la banda da cero, ), 4.k = 0, debido a la
simetria de inversion de la ZB (que la tiene porque también la tiene la RD). Para que se siga
conservando ) .k = 0 después de la excitacion, hay que atribuir un cuasimomento —k. al
hueco (el resultado es logico, pues es lo mismo que decir que una banda con un electron menos
tiene un cuasimomento total —k.),

k, = —ke.

2. (Semiconductores y metales) Si se mide la energia respecto al tope de la BV (en
semiconductores) o a la e (en metales), la energia del hueco es

5h(kh) = —6€(ke).

En efecto, supongamos el cero de energia en el maximo de la banda de valencia (o en er). Es
claro que cuanto més baja sea la energia del electron, mas energia tendra el sistema al final,
después de que el electron se excite (de otra manera: es necesario méas trabajo para hacer saltar
un electron con baja energia que con energia mayor).

Por tanto, si la banda tiene simetria de inversién,

86(1{@) = 68(—1{@) = —Eh(—kh) = —Eh(kh).
Escribir en detalle la NOTA 1 a la vuelta de la pagina 7.

23 Se recordaran ahora algunos resultados experimentales que se discutieron el el Tema acerca del modelo de DS, donde se
apuntaba que en algunas ocasiones «pareciay que los portadores de carga eran positivos)

118



6.6. HUECOS

Calculemos la diferencia de energias en el cristal cuando se han excitado electrones
de la BV a la BC. Llamemos E a la energfa total final y Ey a la inicial:

E—Ey=) E)m,— Y E(k)
k

k<kp

donde E(k) es la energia de los electrones en el nivel k. Esto se puede reescribir como

E-Ey= > EXnw+ Y E&neo— Y Ek) =Y EKme— Y Ek)([1-n)

k>kp k<kp k<kp k>kp k<kp

donde el paréntesis (1 — ny,) es cero si hay electron en el estado k y es uno si hay
hueco en dicho estado.

La diferencia de energias no varia si escogemos el cero de energfas en la energia de
Fermi, ep, de forma que ahora llamamos e(k) = E(k) — ep (si no se pudiera definir
er se toma el borde de a BV como origen de las energias ). Entonces

E—Ey=Y eKno— Y (k)1 —nk)

k>kp k<kp

Como e(k) > 0 para k > kp (y (k) < 0 para k < kr ), nos queda

E-By= Y clmg— Y [0~ )

k>kp k<kp

electrones huecos

Dados los valores que puede tomar (1 — ny,), esto se puede reescribir como

E-Ey= Y ek + » elkpo)

e(k,0)>0 huecos

por lo que e (k) = —ec(ke) > 0.

FIGURA: Banda de valencia (de electrones) y banda de huecos.

3. (Semiconductores y metales) La velocidad del hueco es igual a la velocidad del
electron perdido por la banda,

vi(kn) = ve(ke),

pues, de acuerdo con la figura anterior, se tiene que Ve (kp) = Vee(ke).
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4. (Semiconductores) Cerca del maximo de la BV, la energia se puede desarrollar como
e(k) ~e(ko) — Ak —ko)> A >0,

donde kg corresponde a dicho maximo. Para hacer méas facil la discusion, supongamos que el
punto kg tiene una simetria suficientemente alta (esto es, es un punto de la ZB de simetria alta).
Se suele definir entonces una cantidad m* mediante la relacion

h? 1 0e h(k — ko) .
y por lo tanto
d h d
a = %V(k) = m ak 0.8 Fext

lo que nos dice que la aceleracion es paralela a dk/dt.
Como vemos, la masa efectiva del hueco es positiva cuando esti cerca del maximo de la BV, ya
que m} < 0 por ser 1/m* o« —A. La masa efectiva del hueco tiene signo opuesto a la del electron,

*

mp = —m;.

Nota: Ya hemos visto que la masa efectiva es inversamente proporcional a la curvatura de/dk?
de la banda, y la banda de huecos tiene curvatura opuesta a la de electrones de la BV.

5. (Semiconductores) La ecuacion de movimiento que se aplicarfa al electron excitado seria
dk 1
h—S = —¢|E+-v.xBJ.
dt c

Si sustituimos k. por —kj, y v, por vy, entonces nos queda la ecuacién de movimiento para
el hueco que simula el electréon perdido de la banda

dkp, 1
h— =e|E+-v;, xB 6.12
(B4 vixs), (6.12)
que es la ecuaciéon de movimiento de una particula de carga +e.

Notese, pues, que sustituimos la dindmica de toda la banda (excepto el electréon excitado)
por la de una particula de carga positiva que sigue la ecuaciéon de movimiento (6.12).

6. Las ecuaciones de movimiento

d _ 10en(k)

at = vl =10

hk = —e |E(r,t) + %Vn(k) X B(r,t)| = Fex(r)

son seis ecuaciones lineales con seis incégnitas, lo que nos dice que la solucién es univoca para
unas condiciones iniciales dadas, r(tg) = ro y k(tg) = ko. Esto quiere decir que dos trayectorias
r,k no se cruzan y por consiguiente que los estados vacios tienen las mismas ecuaciones de
evolucion que los llenos, sin que se mezclen los unos con los otros en la evolucion temporal.

Una vez que hemos analizado las propiedades de los huecos, podemos afirmar que la dinadmica
de los electrones bajo campos externos se puede estudiar de igual manera con unas
particulas ficticias que llamamos huecos y que tienen carga opuesta a los electrones (que
son los fisicamente responsables de la conduccion).
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En casos determinados (p.e., si se extrae un electron de una banda llena por fotoemision, por
excitacion térmica, existencia de impurezas, etc.) es mas sencillo trabajar como si la conduccion fuera
debida al hueco que deja el electrén que como si fuera debida a un sistema de N — 1 electrones de la
banda.

Aqui no entramos en discusiones de como o qué produce el salto del electréon de una a otra banda, y
debemos hacer hincapié en que solamente podemos utilizar una descripciéon determinada (o electrones
o huecos) al estudiar la conduccion debida a una banda.

Las ecuaciones de movimiento escritas en 1 punto 6 anterior nos indican que en nuestra dinimica
semiclasica® los huecos siguen las mismas ecuaciones de movimiento que los electrones, salvo que bajo
la accion de campos externos las fuerzas que sufren corresponden a particulas de signo contrario.

Ahora bien, cuando el hueco se produce en los estados de energia mas alta de una
banda, la dinadmica en el espacio real de los huecos es completamente analoga a la de los
electrones, ya que tienen carga opuesta y también masa efectiva opuesta (esto es, mj > 0), pues en
ese caso a = dv(k)/dt = (h/m*) dk/dt = Fex/m*.

FEn algunos casos, la banda de conduccidon metalica estd bastante llena y es preferible estudiar su
dindmica mediante huecos. Por eso, los coeficientes Hall*® de signo positivo que se miden en algunos
metales como respuesta a CE y CM uniformes y perpendiculares pueden interpretarse como debidos
a que las bandas en ese caso pueden ser mejor descritas mediante huecos.

6.7. MOVIMIENTO SEMICLASICO EN UN CE UNIFORME Y ESTATICO

Bajo la accién de un campo eléctrico E, la ecuaciéon de movimiento para k es

eEt

k() =k(0) — —

La corriente transportada por un electron es proporcional a su velocidad. La velocidad v (k(t)) de un
electron tiene la periodicidad de la RR,?® y puede evaluarse en el tiempo como

v (k(t) = v (k(O) - 6?) .

Supongamos que v es proporcional a E (por A
ejemplo, si el electrén estaba en reposo en k = :
0 antes de aplicar el campo). Escogemos la
direccion de k paralela a E y representamos
la banda de energia e(k) y la velocidad v(k)
del electron a lo largo de dicha direccion (véase
la figura). Como se observa, para determinados
valores de k la velocidad v(k) es positiva,
mientras que para otros valores de k es negativa;
de esta manera, la velocidad de los electrones
de un cristal bajo un CE unifome y estitico no
aumenta indefinidamente como seria en el caso

de los electrones libres. FIGURA: Energia, ¢(k), y velocidad, v(k).

24 . - . , sl .
Para la que, si se conocen las condiciones iniciales del electrén, se pueden calcular la posicién y el cuasimomento de un estado
para cualquier instante de tiempo.

25 -
. Cuya expresion es Ry = 1/(nl)ortadores quortadores)
26 L velocidad v (k(t)) del electron es, pues, acotada en el tiempo.
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En consecuencia, el movimiento de los electrones en el espacio real es mucho mas complicado que
para electrones libres y, en el caso tan sencillo como el que estamos viendo, se alterna la direcciéon de
la velocidad segun el vector k recorre la ZB.

Por lo tanto, si no existieran impurezas, defectos, fonones, o cualquier otro mecanismo de
dispersion (esto es, si 7 — o0), entonces no habria conduccién por electrones Bloch. Pero
si 7 es suficientemente pequeno el electréon no llegard a tener una velocidad periédica y puede existir
una conducciéon provocada por el CE.

Y eso es lo que realmente ocurre, pues si 7 = 10714 s y |E| = 10 volt/m entonces la variacién de
k en el tiempo de relajacion 7 es eE7/h ~ 10 cm ™!, mientras que 1/a ~ 10® cm~!. Esto quiere decir
que el recorrido del k del electron dentro de la PZB es mucho menor que el tamano de dicha zona,
con lo que el fenomeno de la periodicidad de v(k) no aparece y sin duda puede existir conduccion de
carga eléctrica en el cristal.

Todo lo anterior ilustra la importancia de las fronteras de ZB en la dindmica de los electrones bajo
un campo externo en un cristal perfecto: la misma, pricticamente, que en las discusiones que ya se
han tenido acerca de los estados electronicos (esto es, las bandas de energia).

En efecto, a falta de colisiones, si el campo E es paralelo a un vector de la RR, la velocidad
del electron v (k(t)) es una funciéon oscilatoria ya que para t = t;, t = to, ... tomara los valores
v (k(0) — G1), v (k(0) — Ga2), ... Por tanto, a diferencia de los electrones libres®” la velocidad de los
electrones en un cristal refleja la influencia del potencial periddico de la red a través de la forma
funcional de ¢, (k).

6.8. MOVIMIENTO SEMICLASICO EN UN CM UNIFORME Y ESTATICO

Se puede obtener gran cantidad de informaciéon sobre las propiedades electrénicas de los sélidos
mediante medidas de la respuesta de los mismos a experimentos efectuados en presencia de un campo
magnético uniforme.

Las ecuaciones de movimiento semicléasicas i I .
son: | Ty B
= i
d 1 9e(k) e
—Tr = k = — 6.13 | L T _H
a’ v(k) h Ok ( ) ] ' _'.I-T'?'-‘-H.-:—rnr"...l.

d 1

h£k = —egv(k) x B

{ _.-"'i"- ) i
6.14 r
(6.14) %_.?* FRMSITy
) ) T -}_.;_I-...-_ S P,
De la ecuacion (6.14) se tiene que dk/dt es | |

perpendicular a B; por tanto la proyeccién de i

k sobre la direccion de B no varia y es una f .'£?=r
constante de movimiento. [ B
. ) -
d f
Por otra parte, al ser la fuerza externa sobre Pl / +

energia e(k). Por consiguiente, las trayectorias
electronicas en el espacio k serén el resultado de
cortar las superficies equienergéticas con planos
perpendiculares a B (la distancia del plano al
origen del espacio k seré la componente de k que
se conserva).

el electron perpendicular a su velocidad, no se A .-"'I = k
ejerce trabajo sobre el mismo y se conserva su 'l b -/ et i
h TERE
» E

b -
v

FIGURA: Trayectoria de un portador de
carga bajo un CM uniforme (espacio k).

2T Para electrones libres la velocidad v es proporcional a k y crece linealmente con el tiempo.
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El sentido de la o6rbita en el espacio k viene
dado por la velocidad v, que es proporcional a Ve(k).

En la figura se ha supuesto que v(k) sale hacia afuera del elipsoide (suponemos que la superficie
equienergética (k) = cte es un elipsoide, de acuerdo con una aproximacoén de masa efectiva).

En el caso de que se consideraran huecos como los portadores de carga todo seria igual, salvo que
dado que su carga es positiva, el giro sobre la superficie e(k) = cte es de sentido contrario.

De esta forma, con un campo magnético se obtienen trayectorias en el espacio k que son secciones de
las superficies de energia constante, de manera que si variamos la direccion de B se obtiene informacion
acerca de las distintas secciones de dicha superficies. Esto tiene mucho interés, por ejemplo, en el caso
de la superficie de Fermi, ya que sabemos que es la superficie que domina en los fenémenos de transporte
en metales, y veremos posteriormente que también en los 6pticos.

Hay que tener en cuenta aqui que las superficies equienergéticas pueden ser abiertas o cerradas.
Para verlo mejor, en dos dimensiones podemos dibujar

; L5 TS et e e i SR T B e 2 e R < -
.-""ﬁ"_'- | ."_.1“\; il AT O B haus afees ded
| e -..-:-. ﬂj}:-.g -—"'Ir of I S L I-.__'- ! q}"'\- -:nﬂp"i':_
| &8 ; Fof e AR e
| W T {"u ™, X #
| p W | ]_'- -l ‘___" s o ] e
b e 2 - e Y iy o371 i A [l AL
Bap . crermda Wip,  sbenarl

FIGURA: Trayectorias abiertas y cerradas.
y como estas trayectorias bidimensionales son cortes de las superficies tridimensionales, vemos
claramente la manera en las que aparecen trayectorias abiertas y cerradas.

Calculemos el periodo de las o6rbitas

cerradas de los portadores de carga en el B e
espacio k. b "l .'.'.,-'J.
Consideremos una 6rbita sobre la superficie E-" i ! -_':;;

de energia € y en un plano perpendicular a B. El | E u
tiempo que le lleva al electréon pasar de k; a ko ._r,r_'t_] =k . L ¥ ! J
es ; e ! —

ty —t :/th:/Qdk el(k) - e4de -"fhl

2 — 1t

t1 ki ‘dk/dt’

y como podemos despejar dk/dt de las ecuaciones FIGURA: Calculo del periodo de una
de movimiento, obtenemos trayectoria cerrada en el espacio k.

P :’#C/bd’f
T e )|

donde (0e/0k), es la componente de la velocidad perpendicular a campo, esto es, la que esti en el

plano de la orbita.

Como ya se ha discutido®® se puede escribir (véase la figura) que |0e/0k) | |A(k) = Ae y por tanto

h2 1 ko
ty —t = e—c = / A(k)dk,

%8 por ejemplo, al hablar de la densidad de niveles electronicos.
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donde la integral es el drea que hay entre las dos superficies y entre los puntos k; y ks. Llamaremos
Ay 2(e, k) es esa area.

Si Ae — 0 nos queda

siendo A1 o el area barrida por la trayectoria entre ki y ko al aumentar € una cantidad de. Notese que
aqui ponemos J(A; 2)/0e ya que la superficie A; 2 depende tanto de € como de k..

Si estamos en una érbita cerrada, el periodo del movimiento sera el tiempo que le lleve al electron
llegar de nuevo a ko = k;. Por lo tanto,

h%c 0
T(@, kz> = E %A((S? kz)

donde A(g, k,) es la superficie encerrada por la 6rbita en el plano k. considerado.

Por otra parte, sabemos que un electrén libre .

describe una orbita circular en el espacio k*° cuya i k‘?
frecuencia es w. = eB/(mc). Esto significa que
Tiibre = 2mme/(eB). Para presentar los resultados

experimentales, se acostumbra a definir una masa
efectiva ciclotronica que permite evaluar T'(e, k)
como se hace con Tijpre:
h? 0
*
m.(e, k) = ——A(e, k,

He k) = oAl )
Esta ecuacién nos permite calcular T'(e, k) de la
misma manera que T, cambiando m por m}. La
masa efectiva m*, introducida con las bandas de
energia, y esta m} estdn relacionadas, como podra
verse en el tema sobre semiconductores.

FIGURA: Superficie encerrada por la
trayectoria cerrada.

29 . . e . . .
Pues sus superficies equienergéticas son esferas, cuyos cortes con cualquier plano, en particular con uno perpendicular a B,
es siempre una circunferencia.
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CAPITULO 7
DINAMICA DE LA RED CRISTALINA

7.1. INTRODUCCION

Cuando hemos estudiado, en las discusiones sobre las propiedades de los cuerpos cristalinos, las
consecuencias de introducir el potencial peridédico de los iones, se ha visto que este potencial juega
un papel decisivo en el tratamiento de las propiedades electréonicas de un so6lido, como se ha visto de
manera muy clara cuando se ha hablado de como entender la existencia de conductores y aislantes.

Pero la suposicion de que los iones que producen dicho potencial cristalino estén fijos en el espacio
es una suposiciéon muy fuerte, ya que la masa de dichos iones no es infinita y no existen tampoco
fuerzas infinitas que los mantengan inmoéviles.

De esta manera, no es admisible que, salvo para cristales a los que damos un tratamiento clasico
a T = 0 K, el modelo de red estatica sea valido. Asi, por ejemplo, cuando intentamos describir
las propiedades fisicas de los aislantes mediante un modelo de red estatica, nos encontramos que
éstos, salvo en los fendmenos que dan energia suficiente para excitar electrones a través del «gap»,
presentan comportamientos muy limitados, lejos de las variadas propiedades que se les encuentra
experimentalmente.

En concreto, se tiene una lista de fallos en la explicaciéon de muchas propiedades. Enumeraremos
algunas de ellas.

= Calor especifico.

Metales. Experimentalmente, no se encuentra que el calor especifico sea proporcional a T,
¢, o< T, salvo para T' < 10 K. En cambio, se observa un comportamiento proporcional a T
a temperaturas méas altas y que el calor especifico tiende a una constante en un rango de
temperaturas de 102 K a 10% K.

Aislantes. Solamente contribuirfan al calor especifico aquellos electrones excitados
térmicamente (cuyo ntimero se puede estimar como proporcional a exp (—Ey/kpT), siendo E,
la anchura del «gap» de energias. Este comportamiento exponencial difiere sustancialmente del
comportamiento observado en T2 cuando T — 0, y de un comportamiento constante cuando
T ~ Tamb-

» Expansion térmica y fusion. El modelo de red cristalina estitica no explica estos fendémenos.

» Tiempo de relajacion de los electrones. La dependencia en T° de la resistividad a bajas
temperaturas y en T' a altas es debida a las colisiones de los electrones con el movimiento de los
iones.

» Superconductividad. No habria superconductores que se conocen (al menos, los
«tradicionalesy ) si no existieran las vibraciones de la red.

= Conductividad térmica y de sonido. En un modelo de red estatica no existirian estas
propiedades de transporte en los aislantes.

» Reflectividad de los cristales idnicos. Para hw < Eg, los cristales i6nicos tienen un maximo
pronunciado en su reflectividad, que solamente se puede entender con un modelo de red dinamica.

s Difraccion de rayos X y de neutrones. Para explicar muchos de los resultados
experimentales, hay que acudir a una descripcién de una red que puede presentar vibraciones.
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7.2. MODELO DE RED CRISTALINA DINAMICA

Por consiguiente, es importante construir un modelo de red cristalina dindmica para ver si el
incluir el movimiento de los «iones» explica propiedades importantes de los s6lidos. Nosotros vamos a
basar este modelo dindmico fundamentalmente en dos puntos:

a) La posicion media de equilibrio de los iones del s6lido es un punto de la red de Bravais
(caso de cristales de Bravais, claro).

b) La separaciéon de los iones de su posicién media es pequena en comparacion con el
espaciado interiémnico.

La primera suposicion impide el tratamieno de la difusién idnica, ya que cada ién se mueve alrededor
del mismo punto de la red siempre. Por tanto, si estamos cerca del punto de fusién, esta primera
suposicion sera excesivamente restrictiva.

La suposicién segunda, por otra parte, es inicamente una aproximacion que permite un tratamiento
més facil desde el punto de vista analitico.'

Para simplificar nuestro tratamiento, vamos a - SR)
considerar tinicamente redes de Bravasi monoatémicas, de
modo que podemos asignar cada i6n al vector R de la RD
que define el punto del espacio alrededor del que oscila.
Esta oscilacion la podemos escribir como P
0

-t

n)

r(R) = R+ u(R).

Si suponemos que ®(r,r’) es la energia potencial de interaccion entre los iones situados en los puntos
r y ', y que dicha energia de interaccion entre los iones depende solo de la diferencia®
r’ —r, la energia potencial total del cristal sera

Ui = 5 D ®(x(R) < 2(R)) = 5 3~ @ (R R+ u(R) - u(R)).
R,R/ R.R/

Si todos los desplazamientos de los iones, u(R), son tales que u(R) — u(R’) resultan ser pequenos
para todos aquellos pares de iones cuya interaccion ®(r,r’) es apreciable, podemos evaluar la energia
potencial como un desarrollo de Taylor alrededor del equilibrio,

Uor = 5 3@ (R)+ 2 3 (u(R) —u(®)) - (Ve (R~ R'))
R R

Rl

n % Z [(u(R) _ u(R')) . qu) (R — R') + O(u?).
R,R/

! Para ver si es razonable esta suposicién, vamos a hacer algunas estimaciones.

— La energfa clasica por grado de libertad de un sistema en equilibrio térmico a temperatura T es, segtin el teorema de equiparticion,
1/2kpT . Por tanto, un cristal tendra una energia de 3kgT por i6n ya que hay seis grados de libertad (3 posiciones y 3 momentos
lineales).

— Hagamos ahora una estimacion clasica (a altas temperaturas, para poder aplicar el teorema) en un cristal unidimensional. La
energia térmica vibracional por atomo es kpT si el cristal estd a temperatura 7'. Si llamamos E. a la energfa de cohesién por 4tomo,
cuando kT ~ E. el sistema empezard a fusionarse y el movimiento de los 4tomos serd grande {por ejemplo, su amplitud b sera
del orden de la mitad del espaciado interatéomico, b ~ a/2 ). Pero kpTamb ~ %ev < E. ~ eV, y como en un oscilador armoénico
la amplitud de vibracién es proporcional a la raiz cuadrada de la energia,

a kBTamb a
b~ — | ——— ~ — ,
2\ B 50 €

donde hemos supuesto que E. ~ 5 eV y que T = 300 K.
2 Es, pues, una interaccién de pares.
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Pero

> Vo (R-R)

R/
es la fuerza que acttaa sobre el atomo R debida a todos los demas atomos del cristal (y evaluada en
sus posiciones de equilibrio). Esa fuerza es nula, y por tanto

Utotal =~ Ued 4+ s

eq_N
U _QER:MR)

arm 1

R,R/
_ 1 , 32(1) (R _ R/) /
U Rz,l; %: [UM(R) - UM(R )} ) (R — R/)u P (R _ R/)V [UV(R) — uV(R )] . (71)

Finalmente, el hamiltoniano que hay que resolver es?

~

. P2(R
H= Z 2](\4> + Utotala
R

siendo P(R) el momento lineal del i6n cuya posicién de equilibrio es R.

Por tanto, podemos dejar de lado la parte U al tratar los problemas dindmicos,* ya que no
depende de los P ni de los u.

La aproximacion (7.1) recibe el nombre de aproximacion armdnica. Los términos de tercer y
cuarto orden en u reciben el nombre de anarmdnicos. Muchos fenémenos fisicos son explicables en
la aproximacién armoénica y dentro de ella nos quedaremos por el momento.

Si denominamos

0%® (r
,,(r) = 7( ),
or,0r,
se puede escribir la parte armoénica de la energia potencial como

e — % > wu(R)Dp (R — R)u, (R) (7.2)
R,R/ v
siendo
Dw(R-R)=brr Y ®uw®-R") -3, (R-R).
R

Este cambio, que nos permite llegar a la expresion (7.2) para el término armonico de Uyotal, S€ hace
ya que, en general, la energia de interacciéon ion-ién no es una suma de interaccion entre
pares, P(R —R') y en (7.2) se ha escrito U™ de una manera més simétrica en funcion de las D,
Eso no evita que el cilculo de estas magnitudes D,, sea muy dificil, pues tanto la distribucién
electrénica del cristal como su contribucién a la energia total depende de la posicion de los iones
de una manera muy complicada, lo que hace practicamente imposible aproximarla con precisién.

e Aqui es donde ahora se introduce la aproximacion adiabdtica, que supone que el movimiento de
los iones es lo suficientemente lento como para que los electrones estén siempre en el estado fundamental
correspondiente a la configuracion instantanea de los iones.” Esto se puede entender de una manera

3 Recuerde que todo esto es valido tinicamente para cristales de Bravais.

4 Este «olvido» no podemos repetirlo al tratar la energia de cohesidn.

5 Bsto es, los electrones se acomodan tan rapidamente al movimiento de los iones que podemos tratar el estado electronico en
un instante determinado como si fuera una funcién univoca de las coordenadas de los iones en ese instante.
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intuitiva recordando que las velocidades tipicas de los electrones son del orden de la velocidad de
Fermi, vp ~ 10% cm/s, mientras que las de los iones son del orden de 10° cm/s. De esta manera, se
modifica empiricamente la interacciéon entre los iones con términos que nos dan la dependencia (con
la posicion de los iones) de la energia electronica, considerando como parametros los elementos de la
matriz D, que se ajustan a los resultados experimentales.

Nota importante:
Como ya es sabido, el calor especifico de
los solidos (en la figura se muestran los
resultados experimentales del Ar, Kr y Xe, que T
son soélidos especialmente sencillos) se pueden 30
resumir sucintamente como: '
4
|
i
)

)

ar I. .PII'JL","‘.#‘.": e}(»’

a) Para T ~ 100 K, el calor especifico
es practicamente constante y cercano al valor
clasico dado por la ley de Dulong y Petit, L. {0

b) Si T <« 100 K, el valor de ¢, disminuye
grandemente, cumpliéndose que ¢, — 0 cuando

— e T R
T % 0. . ‘f"’_' (IR} b‘ J
El que a altas 7" no se obtenga exactamente el FIGURA ¢, de los gases nobles
valor cPF puede deberse a que falla en parte

la aproximaciéon armoénica. Pero los resultados a
bajas temperaturas no pueden deberse a eso,® de manera que es necesario acudir a una descripcion
cuantica de la dinamica de la red para explicar dicho comportamiento.

e Sin embargo, hay una circunstancia excepcional en la aproximacién arménica, tanto
en el tratamiento clasico como en el cuantico: el hamiltoniano arménico es cuadrético en los
desplazamientos u(R) y en los momentos P(R) de los iones, y representa un caso especial del problema
de las oscilaciones pequenas, que puede resolverse de manera exacta.”

De este modo, la solucién para nuestro conjunto de N iones es una combinacién lineal de los 3N
modos normales del sistema, cada uno de los cuales esta caracterizado por una frecuencia angular
especifica w . Y cada uno de estos modos es independiente de los demaés.

Y, como se ha dicho, esto es también cierto en el caso cudntico para el caso del cristal arménico, de
manera que tendremos 3N osciladores con energias (n + %) hw , n € N, y la energia total del sistema

sera
3N 1
> (it 3 ) o

=1

e Recuérdese que en el caso de los electrones se usaba una dindmica semiclasica porque se cumplia
que )\ < [. En este caso, sin embargo, estamos interesados en todos los rangos de la longitud de onda
de las vibraciones y es por ello que necesitamos hacer una descripciéon cudntica, pero con la ventaja
de que la aproximaciéon armoénica nos permite describir el sistema directamente en términos de sus
modos normales.

6 L. .. L. ~ . . .. L.
En ese limite los movimientos atémicos han de tener muy pequefia amplitud, por lo que la aproximacién armoénica debe ser
muy buena.
Esto se ha estudiado previamente en otras asignaturas relacionadas con la Mecénica, por ejemplo en Vibraciones y Ondas.
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7.3. MODOS NORMALES DE UN CRISTAL DE BRAVAIS UNIDIMENSIONAL

CLASICO
Consideraremos un conjunto de N iones de g U2
masa M sobre una red de Bravais unidimensional /S 118 ) By B = G T e i S A B =
de separacién a. Llamamos wu, a la separaciéon i T [ ke
del i6n situado en la posicidon na respecto a su
posicién de equilibrio. FIGURA Cristal Bravais 1D

Estamos interesados en describir los modos longitudinales® del sistema.® Si la interaccion entre los
iones solo se realiza entre primeros vecinos, la energia potencial armoénica es

, 1
uerm = gKZ (un — Uns1)” siendo K = ®"(a),
n

y donde ®(z) es la interaccion entre dos iones separados una distancia x. La ecuaciéon de movimiento

del sistema es ryarm
Mi, = “u = —K(Zun — Up_1 — Un+1),
Un,
que es justamente la ecuacién que cumpliria u,, si cada i6n estuviera conectado a sus vecinos mediante

muelles sin masa y de constante K.

Como ya hemos comentado otras veces, no estamos interesados en efectos de superficie (aqui de
borde o extremo de la cadena de 4tomos), de manera que podemos escoger la manera matematicamente
més idonea para tratar los iones que estdn justo en los extremos. Por eso, las condiciones de contorno
de Born-von Karman son précticas:

UN+q = UL ug = UN-

Buscamos una solucién extendida a toda la cadena, del tipo onda viajera exp [i (q-r—wt) ], lo que
significa en este caso que el i6n n situado en na se mueve segin la ley

un(t) x ei(qna—wt)
v las condiciones de contorno nos dicen que no todos los valores de ¢ son validos, pues deben cumplir
que €9V% =1, o0 lo que es igual,
2T m c7
= —— m .
¢ a N

Como un(q,t) = up(q = %’r,t), entonces solo hay N wvalores de q permitidos por las c.c. que
dan lugar a soluciones distintas.

Escogeremos aquellos valores de ¢ que estéan entre —7m/a y 7/a (esto es, todos los que estan dentro de
la PZB).

i(gna—wt)

Si ahora sustituimos wu,(t) e en la ec. de movimiento,

—Muw?ellma—wt) — _ [ (2— e e eiqa) ellana=wt) — Nw? = 2K (1 — cos qa)

\/ZK(lglcosqa) N wlg) =2 K

M
que nos da la relacion de dispersion'® del sistema .

w(q) = sin %‘

& Tl tratamiento matematico es idéntico para modos longitudinales y para modos transversales; solamente hay que considerar
que las constantes de fuerza seran diferentes.

En un cristal tridimensional, esto significaria que queremos describir las vibraciones de los iones que se propagan en aquellas
direcciones en las que la polarizacion de la onda es o bien puramente transversal o bien puramente longitudinal (en direcciones mas
generales de propagacion, la polarizacién no es ni una cosa ni otra). Esto nos reduce a las direcciones [100] , [110] y [111] de un
cristal ctbico, en las que al propagarse la vibracion hay planos enteros de iones que vibran en fase, de forma que el movimiento es
unidimensional.

10" Que es la forma que tiene la funcién w(q)
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FIGURA Relaciéon de dispersion.

Como hay N valores permitidos de ¢ y dos posibles movimientos'* de los iones para cada ¢,
tenemos en total 2N soluciones independientes. Como podemos especificar N posiciones iniciales y NV
velocidades iniciales, esta claro que podemos construir una combinacion lineal de las 2N soluciones
que las verifiquen, y encontrar la solucién completa al problema planteado.'” Sin embargo, solamente
hay N modos normales ya que el coseno y el seno difieren solo en una fase.

La wvelocidad de fase de la onda es ¢ = w/q y su velocidad de grupo se calcula mediante
Ow/0q (ambas dependen de la relacion de dispersion y, en general, no son constantes). En la curva de
dispersion, dada en la figura, donde se observa que'?

0
a—(';:() para q==*m/a
w(q) = a/K/M |q| en el limite en que ¢ < 7/a

Esta ultima relacion lineal (cuando ¢ < 7/a) es la relacion de dispersion habitual para ondas luminosas
y acusticas en medios continuos.

Podemos, pues, concluir que a causa de que el sistema que estamos tratando es discreto (y no
continuo) ya no existe la linealidad w o ¢ y se produce la «dispersion».

e Si incluimos interacciones con mds vecinos (esto es, vamos mas alla de la aproximacion de
primeros vecinos) la relacion w(q) es més compleja, pero sigue habiendo N modos normales u, (t)
ellana—wt) verificandose también que para el limite ¢ — 0 la relaciéon de dispersion sigue siendo lineal,
w(q) x g, y que para ¢ = =7 /a entonces dw/dq = 0.

e Del mismo modo se tratan las vibractones transversales, que suelen tener una frecuencia mas
baja (la constante de muelle es mas «blanda» en ese caso).

7.4. MODOS NORMALES DE UNA RED UNIDIMENSIONAL CON BASE

Este estudio (como también se ha dicho en el caso anterior) es valido también para cristales
tridimensionales en los que cada uno de los planos perpendiculares a la direcciéon de propagaciéon
contienen solamente un tipo de iones. Estos planos se encuentran, por ejemplo, para la direccion [111]
de la estructura del NaCl y la direccion [100] de la estructura del CsCl.

' Se trata de los movimientos (linealmente independientes) cos (qgna — wt) y sin (gna — wt)

12 En un sistema tridimesnional, una vibraciéon general de la red, pues, se puede describir como
iq-R —iq-R
3 (Aqeta ™ 4 ageia )
q>0

donde Aq x e~ %t Nota: estas dos exponenciales son también linealmente independientes, y por tanto sirven como una base como
lo eran antes el sin y el cos .
13 i g = +m/a se obtiene una onda estacionaria (jverifiquese que es cierto!) y por lo tanto se obtiene Ow/dg=0.
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FIGURA Red 1D con base doble.

Supongamos, pues, una red de Bravais con base de dos iones, situados en el equilibrio en na y en
na + d, respectivamente. En el caso general, los iones son distintos y d < a/2, de manera que la fuerza
entre los iones depende de si la separacion entre ellos es d 0 a — d. Para simplificar, sin embargo, vamos
a suponer que los iones tienen la misma masa y que solamente hay interacciéon entre primeros
vecinos. Hay, pues, dos constantes de fuerza, Gy K, con K > G ."*

El potencial arménico del cristal es

Jam — gz {ug) - uﬁf)r + % Z {uﬁf) - “5121}2’

n n

donde ug) es el desplazamiento del i6bn cuya posicién de equilibrio es na, mientras que ug) es el del
i6n con posicion de equilibrio na + d.

Las ec. de movimiento son

il =~ i o) 2] [ = 2]
Un,

M2 = _88[]‘2;” =-K [ug) - uﬁﬂ)} -G [ug) - USJ)FI} .
Un

Si queremos una solucién que se propague por toda la red, la solucién ha de ser una onda que tenga
una frecuencia angular w y un vector de onda ¢ iguales (es la misma onda viajera para toda la red)
(1) (2) 15

tanto para u,° como para uy ,

i(gna—wt) i(gna—wt)

ug) = e€1€ ug) = eg€

Aqui €1 y €9 especifican el movimiento relativo de cada i6n en la celda primitiva, pues lo que es
periddico es dicha celda primitiva.

Sustituyendo en las ec. de movimiento,

[Mw? — (K +G)] e1 + [K+Ge ) e =0
[K +Ge"] e + [Mw? — (K + G)] e2 =0 (7.3)

que es un sistema de ec. homogéneas en €1 y €3 que han de tener una solucién no trivial (esto es,
distinta de cero). Esto obliga a igualar a cero el determinante de los coeficientes, obteniéndose que

[Mw2 — (K + G)}2 = |K +Ge % = K? + G? + 2KG cos qa
0, haciendo un poco de algebra,

(Mw2)2 —2mw? (K 4+ G) — 2KG (cosqa — 1) = 0.

14 Las constantes de fuerza corresponden a las segundas derivadas ®” (a — d) y ®”(d).
5 Uno estarfa tentado de escribir

U,Ef) — ei(q(na«l»d)fwt) — ufﬂl)eiqd

que es una expresion parecida a ug) = egeilana—wt) gip embargo, ya dado que gmas = 7/a y d < a, la exponencial €9 nunca
puede valer —1 (esto es, que gd = 7), por lo que los iones 1 y 2 no pueden vibrar en oposicion de fase. Por tanto, la introduccion

de €1 y e2 permite dar més flexibilidad a la onda viajera del cristal, incluyendo cualquier desfase entre 1 y 2.
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La solucion de esa ecuaciéon de segundo grado nos da la relacién de dispersion w?(q)

9 _K+Gi\/K2+G2+2KGcosqa

)

que se representa en la figura.

Cada una de las curvas w(q) se llaman ramas
de la relacion de dispersion.'® Observamos, pues,

M
i
{
que cuando tenemos dos &tomos o iones en : /-_!\
la. base aparecen una segunda rama (la rama :_,/ Wl > BETTH
optica), que se aniade a la rama acistica que \1 :
yva habiamos obtenido en el caso del cristal de ,f”"".\‘q\,”—
Bravais. ! / |
Sustituyendo estos valores de w? en las | i :
ecuaciones (7.3) que nos relacionan €; y €z se g / '
obtiene e 'l i
2 ¥M ~Tfa. Lasise i éh
€2 |K + Gel19|
FIGURA Relaciéon de dispersion 1D para

para cada uno de los N valores de ¢ permitidos.
Hay, por lo tanto, 2N modos posibles en el cristal
(dos soluciones para cada q), de acuerdo con los
2N grados de libertad del sistema.

base doble

Vamos ahora a estudiar las dos soluciones w, y w_ desarrollando dichas soluciones para ¢ — 0y
para ¢ — 7/a .
(qa)®

e (a) Para ¢ < 7/a se tiene que cosqa ~ 1 — 5~y
2(K+G
wy = (]\}_) — O(qa)? €1 = —€z  los iones estan desfasados 180° dentro de cada celda
KG + los i fase dentro de cada celd
Wo =4 |=—=———=qa €1 = +e os iones se mueven en fase dentro de cada celda
oMK +G) ! L= Te
e - - e - - — - -
Solacen [ @ o e o e o @ o e @)
- = - - “~ > o >
" (® ) o * o e o ® o e {0)
FIGURA Movimiento de la base doble (¢ < 7/a)
e (b) Para ¢ = w/a se tiene
2K . . 0
wy = i €1 = —€2  los iones estan desfasados 180° dentro de cada celda

12G .
w_ = i €1 = +eo  los iones se mueven en fase dentro de cada celda

Ahora bien, para ¢ = 7/a

U, eiqna

x — 5 _ e—i(ﬂ'/a)a — e M — 1
Una1 eig(nt+1l)a

y por tanto los movimientos en las celdas vecinas estan desfasados 180°.

6 La solucién w se llama rama éptica (O) y la w_se llama rama actstica (A).
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FIGURA Movimientos de la base doble (¢ = 7/a, modos longitudinales)

FEn el caso de polarizacién transversal, el movimiento seria el de la figura.
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FIGURA Movimientos de la base doble (¢ = 7/a, modos transversales)

Como vemos, en la rama 6ptica, tanto para ¢ — 0 como para g = 7/a, los iones vibran desfasados
en 180°: vibran uno contra otro pero con su centro de masas fijo.
En el caso de cristales iénicos, los dos iones tienen cargas de signo opuesto y por lo tanto este tipo
de movimiento lo podremos excitar con el campo eléctrico de una OEM, y por ese motivo esta rama
recibe el nombre de rama dptica. Este fendémeno es el que esta asociado a la reflectividad de los cristales
ibnicos que menciondbamos en la introduccién al tema.

e (c) Supongamos ahora que una de las constantes de muelle de una de las interacciones sea mucho
mayor que la otra (K > G). En este caso, desarrollando la relacion de dispersion, tenemos

2K
Wy = 1 /ﬁ 1+ O(G/K)] €1 ~ —€3 (rama Optica)

2G
wo =/ 37 1+ OG/K)]

1
sin (2qa> ) €1 ™~ € (rama acustica)

Por tanto:

- la rama 6ptica apenas presenta variacion con q y su frecuencia es la de la vibracién de una
molécula diatémica con dos masas M unidas mediante un resorte de constante K.
Esto se puede comparar con el método de electrones fuertemente ligados, donde un acoplamiento débil
entre los orbitales da lugar a bandas estrechas: aqui un acoplamiento débil entre las celdas da una
relaciéon de dispersion plana.

- la rama acustica es practicamente igual a la de una cadena de dtomos de masa 2M unidos
mediante un resorte débil de constante G (como K es muy grande, €; = €2, de forma que los iones se
mueven en la celda con la misma fase).

e (d) En general, y segun lo dicho méas arriba, puede ocurrir que las fuerzas internas de la base
(«molécula») dominen los modos 6pticos, con lo que esa rama Optica serd estrecha y separada de las
ramas acusticas. La velocidad de grupo de esta rama es pequeiia (ya que es muy plana), por lo que
jugard un papel muy pequeiio en el transporte de energia a través de la red cristalina.
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e Caso tridimensional

En el caso tridimensional, si llamamos p al niimero de iones de la base, hay 3p modos normales
para cada valor de q.
De estas 3p ramas, tres de ellas son acisticas (para ellas, en el limite ¢ — 0 la relacion de dispersion
es lineal, w(q) q) y todas las 3p — 3 restantes son 6pticas (en las que w(q =0) # 0).

Notese que esto es una generalizacidon al caso cristalino de las vibraciones en una molécula con p
atomos: la molécula tiene tres grados de libertad de traslacion y 3p —3 grados de libertad de vibracion.

En este caso 3D no solamente hay que considerar las relaciones de dispersion ws(q) en distintas
direcciones de g, sino también estudiar como varia la polarizacion €5(q) en funcién de la direccion de
propagacion q.

En un medio isétropo, se sabe que se pueden escoger las soluciones de forma que, para cada q,
una de las ramas esté polarizada a lo largo de la direccion de ¢ (esto es, € || q ) y las otras dos ramas
polarizadas perpendicularmente a ella (¢ L q): hay dos ramas transversales y una longitudinal.

Cuando la isotropia desaparece (y un cristal es un medio claramente anisdétropo) esto no es cierto
en general, pero se sigue verificando el que haya una rama longitudinal y dos transversales para ciertas
direcciones de alta simetria de la PZB. Es por esa razén que se sigue hablando de ramas longitudinales
y transversales incluso en direcciones distintas a esas de alta simetria. En este sentido, es interesante
comprar la propagacién de las OEM en medios anis6tropos, conocida en las asignaturas de Optica
(ejes principales, etc.) con la discusion anterior.

e Nota sobre ramas actsticas y constantes elasticas

Las vibraciones de larga longitud de onda correspondientes a una rama acistica pueden relacionarse
con las constantes elasticas del cristal, ya que producen tensiones uniformes sobre volimenes grandes
del cristal (desde un punto de vista microscopico).

e En un cristal ciibico, con una vibracién propagandose a lo

largo del eje OX que coincide con un eje cibico del cristal, |
si la onda es longitudinal se tiene una onda de compresion, LR
sin que aparezcan tensiones laterales (véase la figura). 11

e
Si llamamos mddulo axial C11 a la magnitud que relaciona i L
la fuerza sobre el plano cristalino con la elongaciéon de la 4
vibracion, | {

!
Ouy | 3
Fp = Cy—— | p 4 )
T 11 ax) I I I Ili e | 1 |
-
tendremos c——
OF |z on e oW
Fx(fzr—i-éx)—Fx:awé r’hw ;
e a2 FIGURA: Onda longitudinal
— T C T
P o012 g2

siendo p la densidad del medio.
Esta ec. de movimiento macroscépica nos proporciona la velocidad de estas ondas longitudinales

elasticas, \/C11/p, que debe ser coincidente con el limite ¢ — 0 de las vibraciones cristalinas que
hemos estudiado.
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e Por otra parte, si seguimos pensando en una vibracién propagandose a lo largo del mismo eje OX
(que es coincidente con un eje ciibico del cristal), si la onda es trasversal (véase la figura) aparece una
tensién de cizalladura relacionada con el mddulo de rigidez Cyy. Si se define

Ouy OF, 82uy 82uy

F, = 044% F,(x+dx)—F, = 5 dx = P = Cup s

que corresponde a una ecuacion de una onda cuya velocidad es \/Cyq/p.

| i _-'"—\—\_\_\__\_ _— - = e —
?i.:l_ﬂr.-;_-} i ST e o =
l:"'-l"'ll-r'lll-'lkl.l'-".l:‘ﬁ 3 .-_-_\—_\-h"‘ﬂ-_‘_‘_\_ g ____--:.'.':-.___.-—— —_— i

FIGURA: Onda trasversal

e En otras direcciones, sin embargo, las velocidades de la onda se relacionan de una forma mucho
mas complicada con los distintos coeficientes de rigidez del material.

7.5. MEDIDA DE LOS MODOS NORMALES. DISPERSION DE NEUTRONES POR
UN CRISTAL

Hasta ahora hemos estado discutiendo desde un punto de vista tedrico las relaciones de dispersion
de los modos normales de un cristal. Y lo hemos venido haciendo en base a unas constantes eldsticas
del cristal (las D, ,, K, G, etc.) que en principio nos son desconocidas y que sabemos que son dificiles
de calcular.

Por eso es importarse plantearse si es posible medir experimentalmente dichas relaciones de
dispersion, w(q).

Si hacemos incidir un haz de neutrones sobre un cristal, cabe esperar que los neutrones'” atraviesen
sin excesiva dificultad el cristal. En efecto, los neutrones no tienen carga eléctrica y por counsiguiente
no interaccionan con los electrones.'® Por consiguiente, los neutrones que atraviesen el cristal deben
haber interaccionado con la posicion del los iones del mismo (que contienen a los nticleos), esto es, con
los fonones.

Si se interpreta entonces que la energia perdida o ganada por un neutron al atravesar el cristal se debe
a la creacion o absorcién de fonones, al medir los dngulos y las energias de salida de los neutrones
resultantes se puede extraer informacion directa sobre el espectro de los fonones.

Supongamos que p es el momento inicial de un neutrén incidente de energia E = p?/2M,,, que
sale del cristal con momento p’ y energia E = p?/2M,,. Supongamos ademds que la dinAmica de los
iones del cristal se puede describir en la aproximacién armoénica, y que al comienzo del experimento el
solido estd en un estado en el que hay nq s fonones del tipo q, s (que simplificadamente representamos

por ng.s). Si al final el estado del solido es n:L s, tendremos que

El - E - - Z hLﬂ.}q’SAn(LS Anqzs = n::l,s - nq737 (7'4)
q,s

de forma que, si hay absorcion de fonones, tendremos que E' > E y que ng,s > n’qu.

1 . . . _

7 Los neutrones solo interaccionan fuertemente es con los nicleos, que ocupan del orden de 10~15 del volumen.

18 Salvo mediante acoplamiento con algtn posible momento magnético, lo que tiene importancia para el estudio experimental
de los sdlidos con propiedades magnéticas.
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Por otra parte, la interaccién neutrén-ién, dentro de una aproximacion en la que suponemos que
estd descrita por una interaccién de pares, es

H, ;= Z W(r—-R-uR))
R

siendo r la coordenada de posicién del neutrén. Esta interaccién no varia si cambiamos r por r + Ry,
con Rg € RD, y u(R) por u(R — Ry), ya que

> W(r+Ro—R-u(r—Rg)) =) W(r— (R—Ro)—u(®-Ry))
R

R
S W(r-R —uR)) = Hy;
~

Esta simetria del hamiltoniano implica la existencia de una ley de conservacion (que no se demuestra
aqui) que podemos escribir como

p —p=-) hqAng.+hG con G € RR. (7.5)
q,s

Si definimos el «momento cristalino» del fon6n como hq, entonces la ley de conservacion nos dice
que el cambio de momento del neutrén es igual al que se verifica en el momento cristalino de todos
los fonones, salvo un vector de la RR.

Hay que recalcar, pues:
— a) La existencia de un momento cristalino de los fonones no implica que el cristal tenga realmente
momento que proviene de los fonones.
~ b) De igual manera, en aquellos procesos en los que aparezcan fonones y electrones, el momento
cristalino del sistema «fonones + electrones» se conserva, salvo en una cantidad hG.

e Asi, pues, tenemos dos leyes de conservacion (7.4) y (7.5) de las que se puede extraer informacion
acerca de las relaciones de dispersion w(q). Para verlo claramente estudiaremos varios casos:

a) No hay colisién con fonones. En este caso la energia final del cristal es igual a la inicial, de
modo que tampoco cambia la energia del neutron: la colision es eldstica. Por tanto, p’ — p = hG,
siendo G € RR y siendo p’ y p los momentos lineales del neutrén incidente y saliente. Si llamamos
p' = Rk’ y p = hp se cumple que o bien k = k' o bien k' = k + G, que coinciden con las dos
condiciones de von Laue para la dispersiéon de rayos X. Esto era de esperar ya que un neutrén de
momento p = hk puede interpretarse como una onda plana de vector de onda k, de manera que
su dispersion es equivalente a la colision eldstica de una onda electromagnética que describen las
condiciones de von Laue.

Por tanto, la dispersién de neutrones con una red, sin creaciéon ni absorciéon de fonones, da la misma
informacién acerca de la estructura cristalina que la dispersion de rayos X.

b) Colisiéon con un fonén. En este caso podemos distinguir:

absorcion de un fonon B’ = E + hws(q)
p' =p+ hq+ hG

emision de un fonén E' = E — hws(q)

en los casos en los que se absorbe o se emite un fondén de la rama s con vector de onda q.
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Como resulta que ws(q + G) = ws(q) para todo G € RR, podemos escribir la conservacion de la
energia como

/2 2 2 2
se absorbe un fonon 21])\471 = 21;471 + 7wy (%)
2 2 2 _ 2
se emite un fonon 2]])\4n = 2?\4,1 — h ws (%) (7.6)

Experimentalmente, se conocen tanto p como E = p?/2M,,. Por consiguiente, si sabemos la forma
de ws(q), las ecuaciones (7.6) nos daran el valor de p’. Ahora bien, en general, si tenemos una ecuacion
(una de las (7.6)) que nos relaciona las tres componentes de p’, quiere decirse que la ecuacion especifica
un conjunto de superficies en el espacio p’, ya que estamos eligiendo p’ en ese espacio pero exigimos
que verifique una de las ecuaciones (7.6)

En resumen, si seleccionamos una direcciéon determinada para observar los neutrones dispersados
por el cristal, entonces solo observaremos un conjunto discreto de energias E’ correspondientes a
E' = p'?/2M,,. En estas condiciones podemos medir p’ —p y E' — E, con lo que sabemos por la
ec. (7.6) que el cristal tiene un modo normal de frecuencia (E' — E)/h y cuyo vector de onda es
=(p' —p)/h.

Variando la energia incidente, la orientacién del cristal y la direccion en la que detectamos
los neutrones de salida podemos conseguir resultados experimentales que nos permitan obtener el
espectro de fonones de la muestra. Esto es cierto, claro esta, si es posible distinguir los neutrones
difractados por un proceso en el que intervenga un tnico fotén de aquellos procesos en los que
participan dos o méas fonones.

¢) Colision con dos fonones. En este tipo de procesos el neutron puede absorber o emitir
dos fonones al tiempo, o absorber un fonén y emitir otro (en este ltimo caso se puede interpretar
que el neutron colisiona con un fonén).

Si nos fijamos en un proceso en el que se absorban dos fonones, las leyes de conservacién son

E' = E + hws(q) + hwy (q')

p' =p+hq+hq + hG

v nos queda que

,_
E' = B+ hwy(q) + I wy (th - q) (7.7)

__---.':-'-:"G:.I' -l.-l-\.-.-..-i'--a..:.'.c.

.ﬂ.-Etd.F ‘H'..l.'l.’-

L w E-E

FIGURA: Fondo continuo multifonénico y picos monofonén

Esta ecuacion (7.7) nos dice que si el valor de q estuviera determinado, y si fijamos una
direccion de deteccion, los neutrones dispersados solo aparecerdn con energfas discretas. Si embargo,
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FISICA DEL ESTADO SOLIDO. DINAMICA DE LA RED CRISTALINA

q es el vector de onda de uno de los fonones absorbidos y no lo podemos fijar: variard a lo largo de
toda la PZB y las energias de salida de los neutrones en la direcciéon de deteccion variardn con esta

variacion de q.

Esto nos indica que los neutrones dispersados por este proceso doble seridn detectados en una direccion

determinada con una distribucién continua de energfa.

Evidentemente, eso no solo ocurre en el caso de
procesos con dos fonones, sino en todos los casos en los
que intervengan mas de un fonén, pues tendremos méas
variables indeterminadas que ecuaciones provinientes
de las leyes de conservacion. Por lo tanto, siempre sera
posible distinguir los procesos en los que interviene
solamente un fondn, ya que en ese caso contribuyen
con picos bien definidos para determinadas energias,
frente a la distribucién continua de los procesos
multifonoénicos.

Por otra parte, los resultados experimentales de
la difraccién de neutrones no dan picos tan abruptos
como los que hemos discutido para los procesos de
un solo fonon (serfan funciones § de Dirac), sino que
estarian suavizados por los procesos a varios fonones.
La razon de ello estriba en que los cristales reales
no son arménicos, de manera que los estados
estacionarios de la aproximaciéon armoénica no son
estados estacionarios en el cristal real, asi que el cristal
real no estard en un estado definido por un conjunto
bien determinado de ntumeros de ocupacién de fonones,
sino en una combinacion lineal de tales estados.

En todo caso, sin embargo, los picos se suelen
reconocer con claridad. Esto se debe a que si la
aproximacién armonica es suficientemente buena para
que la descripcion en términos de fonones siga siendo
valida (esto es, que los estados estacionarios armonicos
sean una buena aproximacion a los exactos del cristal
real), podemos seguir utilizandolos con una vida
media finita Tronones que describe de una manera
aproximada la evolucién del estado estacionario
armonico. Como esta vida media finita lleva asociada

p !
Cu
-
i ‘l’ e .l.; >
L] (R
o)
f,\d}o‘-. lasndinte ‘:}'e\ A

bim;n'- de sallde h,n\

FIGURA: Dispersion de neutrones en
Cu

Ge

Al ' 2
04 o

— £, (V)

FIGURA: Dispersion de neutrones en
Ge

una incertidumbre del orden de A/ Tfonones €n la energia del foton, esto relaja las leyes de conservacion
dadas por las ec. (7.6) que antes utilizibamos y hace aparecer los picos suavizados experimentales.
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CAPITULO 8
PROPIEDADES TERMICAS DE LOS SOLIDOS

8.1. CALOR ESPECIFICO DE LA RED

Ya se ha comentado que, al bajar la temperatura, el calor especifico de todos los s6lidos disminuye
por debajo de su valor (clasico) a altas temperaturas. Ademés, para T — 0 se observa que ¢, — 0, si
bien se distinguen dos casos

a) Aislantes, en los que ¢, oc T3

b) Metales, para los que es posibles discernir dos contribuciones, ¢, o AT + BT3. Sabemos que el
término lineal en T' es debido al comportamiento de los electrones, como ya se estudidé en el Tema en
el que se trato el modelo de DS.

Este comportamiento no clasico tenemos que explicarlo con los métodos que hasta ahora hemos ido
desarrollando. De hecho, la explicacién que se consiguié al hacer una descripciéon cuintica constituyéd
uno de los primeros triunfos de la teoria cuantica del solido (y de la teoria cuéntica en general, pues
el modelo de Einstein (1907) fue uno de los primeros éxitos fuera de la Fisica atomica).

FEn un sistema cuantico, la densidad de energia térmica de un sistema fisico, u , la podemos expresar

como
In Z eﬁgi] ,
i

donde T es la temperatura del cristal, 5 = 1/(kpT), las ; son las energias de los estados estacionarios
del hamiltoniano (para cristales de Bravais)

T = 1Y ge—si/ksT 10
R A S N

2M 2

. P2(R 1
=3 (R) L ey L 3 4 (R)Du(R — R)uy(R)).
R R,R/ v

y la sumatoria ), estd extendida a todos los estados ¢ permitidos del sistema.
Como vamos a estudiar la dependencia u(T) es claro que podemos tratar el hamiltoniano anterior sin
necesidad de tener en cuenta la contribucién U, ya que ésta no depende de la temperatura.

También se ha comentado anteriormente que la descripcién cuantica de las oscilaciones de un
cristal armonico de Bravais con IV iones puede hacerse considerando el cristal como constituido por
3N osciladores independientes, cada uno de los cuales tiene una relaciéon de dispersiéon que ya hemos
estudiado para casos con geometria sencilla (esos 3N osciladores independientes son los modos normales
clasicos del cristal).

Por tanto, la contribucién a la energia total de un modo normal caracterizado por el vector ¢ y la
rama s es

<”qs + ;) hws(q)

siendo ngs el nimero de excitacién del modo normal (q s) (es un nimero natural). La energia de un
estado del cristal viene determinada por la suma de las energias de esos modos normales, esto es,

£= Y (rart 3) st

una vez que se especifican los nimeros de excitacion de cada uno de los 3N modos, de manera que
la, sumatoria Zq estd extendida a la PZB y la ) . a las 3p ramas del espectro vibracional (p es el
namero de 4tomos o iones de la base de la estructura cristalina).
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FISICA DEL ESTADO SOLIDO. PROPIEDADES TERMICAS DE LOS SOLIDOS

En la teoria cuantica del campo electromagnético (CEM) se sabe que la energia de los estados
permitidos de un modo normal del campo de radiaciéon en una cavidad es (n + 1/2)kw, siendo w la
frecuencia angular del modo." Pero no se habla del niimero de excitaciéon n del modo cuya frecuencia
angular es w, sino de la existencia de un nimero n de fotones cuya energia es fw.

De la misma manera diremos que en un estado de vibracion del cristal hay nqs fonones de tipo s
y con vector de onda q. Esto es equivalente a decir que, de la misma manera que el foton es la particula
del CEM, el fondn es la particula del campo de la energia mecéanica de vibracion del cristal.’

La analogia no es sin embargo completa:

a) El niimero de modos para cada k del foton es 2, mientras que hay 3p ramas distintas para cada
q vibracional.

b) La frecuencia w del foton es proporcional a |k| y el foton lleva un momento igual a hk. Ambas
cosas no son ciertas para los fonones (recuerde la influencia del teorema de Bloch para el momento
de una particula en un cristal, etiquetada por un vector de onda).

¢) En los fonones, q pertenece a la PZB, mientras que el k de los fotones es arbitrario. Por eso, y
dado que hay 3p fonones para cada q y solamente 2 fotones para cada k , las energias térmicas por
unidad de volumen son:®

Z / da fvs(a) para fonones
— Jpzs (2m)° exp [hws(a)/kpT] — 1
2 / da hek ara fotones
espacio q (271')3 €Xp [ﬁck/kBT] -1 p

Para el caso de un conjunto de fonones, el resultado que se obtiene para la energia es

1 1 i 1
T = g S [l 5| st A0 =

2

Queda claro por la expresion que la funcion fs(q) nos da el nimero de excitacion medio del modo
normal (q s) a la temperatura 7": es el nimero de fonones del tipo gs que hay en el sistema
en equilibrio térmico cuando la temperatura es 7.

El calor especifico se evalia directamente a partir de la energia del sistema, derivando respecto a
la temperatura,

1l hws(q)
“ =y Lor Ty T 5

y por lo tanto depende de las frecuencias ws(q) de los modos normales del sistema.

8.1.1. Limite de temperaturas altas

Si se cumple que kT > hws(q) para todas las frecuencias de los fonones, entonces todos los modos
normales estaran con altos niimeros de excitacion. Si definimos = = hws(q)/kpT, y desarrollamos para

rl,
1 N 1 Nl 1 l’+1:2+
e“—l_x—l—%ﬂ—l—%x?’—&—..._m 2 12 |’

! véase un repaso somero en el primer capitulo del texto Fisica Cudntica I, texto-base de la asigntuar del mismo nombre.

2 Se demuestra, ademas, que los fonones son bosones o particulas que obedecen la estadistica de Bose-Einstein.

3 Sobre estos temas, recuerde los contenidos de las asignaturas Termodindmica I y II. En todo caso, los detalles més técnicos
serdn estudiados en la asignatura Mecdnica Estadistica.
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8.1. CALOR ESPECIFICO DE LA RED

nos queda

1 0 kT k 3Nk
ey~ — B ]_ BZIZ B

vqsaT[ S(q)hws(q) v vV

qs

al tomar solamente el primer término en la ecuacion (8.1). Esta es la ley de Dulong y Petit clasica.

8.1.2. Limite de temperaturas bajas

Sabemos que para un cristal infinito el conjunto de vectores q permitidos por las condiciones de
contorno de Born-von Karman se vuelve denso en la escala en la que el sumando de la ecuacion (8.1)
varia apreciablemente. Esto nos indica que el calor especifico se puede escribir como

B i dq hws(q)

A temperaturas muy bajas, los modos Opticos apenas contribuyen a la integral (ya que para ellos se
cumple que fws(q) > kpT) pero si contribuyen las tres ramas actsticas, para las que fiw,(q) — 0 si
g — 0. Por tanto, a esas temperaturas solamente contribuyen al calor especifico las frecuencias ws(q)
actisticas en el limite ¢ — 0 (onda larga).

Asi, pues, para calcular el comportamiento del calor especifico en este limite de bajas temperaturas,
vamos a suponer que

1. Incluso en cristales con base poliatémica, solo consideraremos las ramas acusticas.

2. Reemplazamos ws(q) por ws(q) = cs(q)q, aproximacion valida para ¢ — 0, ya que esos son los
modos que contribuyen a c,.

3. La integral sobre la PZB la extendemos a todo el espacio reciproco, ya que solamente hay
contribucién a la integral cuando ws(q) — 0.

Estas tres suposiciones nos permiten escribir
. :82/ dq [ hws(q) }:62/ dq [ hes(@)q
© 9T 4~ Jpgzs (21)® Lexp [hws(aq)/kpT) — 1 OT < Jpzp (27)° Lexp [hcs(@)q/kpT] — 1
4 00 3
_9 (kpT) 3/ do—F :
or \ R3¢ 272 ), er —1

donde se ha definido una velocidad media c,

1
3

1
3 Z/ 4m 03 (8.2)

promedio angular de las ¢4(q) sobre la PZB y sobre las ramas,

Por consiguiente,*

o (kLT* 3 7\ 272 [(kpT\®
lfm ey = — (B2 2 T ) _ 2y (FEL) .
750"~ a7 ( W33 2n2 15> 5 B < he ) (83)

4 . . . . .
Recuérdese que este resultado lo hemos obtenido para cualquier cristal, incluso con base.
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En resumen, hemos encontrado un comportamiento proporcional a 7 en el calor especifico cuando
T — 0 . Esto esta de acuerdo con lo resultados experimentales.®

Este comportamiento en T es valido cuando hws(q) > kT y estando ws(q) en la parte lineal del
espectro, por lo que es evidente que q ha de estar cerca del origen de la zona y que la temperatura ha
de ser extremadamente baja.

8.1.3. Modelo de Debye para temperaturas intermedias (cristal de Bravais).

Como la ley de Dulong y Petit clasica falla a temperaturas inferiores a la ambiente, es claro que
hay un rango amplio de temperaturas en las que ninguno de los dos limites que acabamos de discutir
es valido.

Para ello se propone el modelo de Debye, cuyas caracteristicas son:

1. El modelo no toma en consideracion el espectro de los fonones wy(q), y sustituye todas las
ramas del espectro vibracional del cristal por tres ramas actsticas con una misma relaciéon de
dispersion lineal, w = ¢q (aqui ¢, que tiene dimensiones de velocidad, representa una velocidad
del sonido).

2. Ademas, en el modelo se sustituye la integral en la PZB por una integral sobre una esfera
de Debye de radio kp que contiene los N vectores permitidos por las c.c. de Born — von
Karman.

Esto quiere decir que®

4

(2m)°

v N = k}g’) = 671°n; n; = numero de iones por unidad de volumen.

El calculo del calor especifico usando el modelo de Debye queda entonces como (x = heq/kpT)

kp 3 44 Op/T 3
-9 ?’hc/ ¢*dq _ 0 (3 kT / TAT ) (0. T),  (8.4)
oT \ 272 J, explheq/kpT]—1 oT \ 2m2 h3c2 ), er —1

donde se ha definido:
- la frecuencia de Debye, wp = ckp
- la temperatura de Debye, kp©Op = hwp = hckp

La expresion anterior (8.4) nos da el calor especifico a cualquier temperatura T en funcion de
un Gnico pardmetro O p.

Para T' > Op, el calor especifico ¢, (©p,T) se convierte en el de Dulong y Petit, ¢, = 3n;kp =
24,943 J mol~! K~ m~3. Para el resto de las temperaturas, el calor especifico de Debye (8.4) (que nos
da un comportamiento bueno para T — 0y para T > Op) no tiene por qué tener buena concordancia
con los experimentos. En realidad, nos da una férmula de interpolacién para el calor espcifico y nos
bosqueja su variacién con la temperatura.

e CoOmo fijar el parametro empirico Op
Notese que el pardmetro ©p engloba el pardmetro desconocido ¢ que se ha utilizado hasta ahora, asi

5 Y ese acuerdo es en ocasiones muy bueno. Por ejemplo, si medimos las constantes elasticas del cristal que estan relacionadas
directamente con las velocidades de fase que aparecen en la definiciéon de ¢, podemos confrontar el ¢, tebdrico con el experimental.
En los haluros alcalinos se ha encontrado que, al comparar c calculada usando (8.2) mediante experimentos elasticos y ¢ calculada
mediante (8.3) con experimentos de calorimetria, el desacuerdo teoria-experimento es menor que los errores experimentales (~ 1 %)
vy por consiguiente el acuerdo es perfecto.

6 Es interesante hacer notar que kp ~ kp ~ kpzp como puede comprobarse sin mucho esfuerzo.
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8.1. CALOR ESPECIFICO DE LA RED

que conviene estudiar como fijar este pardmetro empirico que nos permite evaluar el calor especifico
a todas las temperaturas.

— Una de las maneras posibles de fijarlo es hacer coincidir limp_. cf)) con el calor especifico
experimental a bajas temperaturas. En este limite, se cumple que ©p /T — oo y podemos aproximar

la integral
Op/T 234y o p3dx d
/0 e””—l_/o e*—1 15

Sustituyendo en el calor especifico.

2 4T4
lim ¢, = 2 <7T Mo

750 aT \ 10 h3c3
Esta ecuacién permite fijar el valor de © p mediante los resultados experimentales del calor especifico.
Para los cristales de los haluros alcalinos se obtiene de este modo los valores de la siguiente tabla.

12 T\°
= (utilizando la def de ©p) = rtnikp | — ) .
5 Op

G-+ | el ree | T
LL 430 | 422 \ - L
No | Ha2 | 321 | 224 164
K 336 | 231 173 i34 |
Rb - 165 )31 103

TABLA de temperaturas de Debye

— Otra alternativa para fijar la ©p es utilizar la definicién de ¢ que se ha dado antes,

X aw

y evaluar la ©p a partir de las constantes elasticas experimentales. La diferencia entre los resultados
obtenidos mediante esta manera de proceder, en comparaciéon con los de la manera de proceder anterior,
no es muy grande y aproximadamente dentro del error experimental (~ 1 — 2 %).

Podemos, ademas, suponer que la férmula de Debye para ¢, no es solo una férmula de interpolacion
sino que da exactamente los valores de ¢, (T'): en esta interpretacion, el pardmetro © p depende también
de la temperatura. Este procedimiento de dar una funcion Op(7') en vez de ¢,(T") se utiliza a veces
en la literatura.

Para estudiar el comportamiento del calor
especifico del modelo de Debye, hay que evaluar la
integral que aparec en (8.4),

0 3 kATt [O0/T 134y
D _ < | 2 "B
¢ (Op,T) = 57 <2w2 h3c3 /0 et — 1

T 3 rOp/T 1‘4636
=9n;k ——dx
N <@D> /0 (er — 1)

que nos da un comportamieno (puede consultarse
alguna tabla matemaAtica para estimar el valor de la
integral, o realizarse numéricamente) como el de la 0% | 84 08 08 U0 LA A% Lé

figura. FIGURA ¢, de Debye

M
I~

iy e
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8.1.4. Modelo de Einstein

Este modelo, anterior al de Debye, fue el primero que explicé el porqué de que el calor especifico se
anulara (¢, — 0) a temperaturas bajas (que era un motivo de sorpresa para la fisica clasica).” Ademas,
el modelo de Einstein sirvié para demostrar que las oscilaciones mecanicas de los iones de un cristal
estin cuantizadas de la misma manera que los estian los osciladores de la radiaciéon de Planck.

A veces es 1til tratar las ramas o6pticas con este modelo, que supone que la frecuencia de los modos
normales es una frecuencia constante wg, independiente de q. Esto es debido a que en muchos casos las
ramas Opticas tienen un rango de variacion de frecuencias estrecho, de manera que pueden promediarse
para usar un valor constante wg.

En la figura se ven una rama acustica (y su aproximacion usando el modelo de Debye) y una rama
optica (y su aproximacion con un modelo de Einstein)

-l ow- o

TS w:e% {Dtlmﬁg,)

)
1
[
|
'
'
'
I

>4

FIGURA; Rama aciistica y rama 6ptica
(aproximadas por un modelo de Debye y un modelo de Einstein)

8.1.5. Comparacion de los calores especificos electrénico y vibracional (de la red)

En el modelo de Drude-Sommerfeld sabemos que el calor especifico de los electrones viene dado a

cualquier temperatura por
2
s T
= —nkp—.
v 2 Py

Celec

También sabemos que a temperatura ambiente se tiene que ¢&°°/c18s ~ 1072, Ademas, a temperaturas

muy bajas, el que proviene de las vibraciones de la red cristalina tiene la forma

L2 T\*
C:)“br = EﬂAnioneskB (G‘)D> .
Para un metal, por consiguiente, el calor especifico total cuando T — 0 sera

Cmetal,total ~ AT + BT3

(%

El niimero de electrones n de un metal es igual a n = Znjones siendo Z la valencia del metal. Entonces,

elec 3
& _ 5 07
cyibr 24727 T2 Ty’

7 Es al introducirse el modelo de Debye cuando se obtiene que ¢, o T3 cuando T — 0.
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de manera que si

ZOp
F

1/2 .
T >1Ty=0,145 ( ) ©p = czlbr(T) > cﬁleC(T)
y dominan los fonones. Esto se produce a pocos grados Kelvin, ya que Tr > Op y el valor de Tj es

pequeno.

8.1.6. La temperatura de Debye y los valores medios de los fonones

A la temperatura de Debye, practicamente todo el espectro vibracional del solido esta excitado,
hasta la frecuencia méaxima wy; ~ wp.

Esto significa que, si T' > Op, un incremento en la temperatura no hard aparecer nuevos modos de
vibracion, sino que aumentara (la ocupacion d)el nimero de modos excitados: otra manera de decirlo
es que aumentara, por tanto, la energia total asociada a los modos ocupados, pero no la energia media
de los fonones.

En particular, si se utiliza el modelo de Debye para estimar los valores medios de la energia (€tonsn ),
al promediar la energia de cada modo (o fonon) se obtiene que

2
T < Op (Efonén) = 7%k’BT varfa linealmente con T

2
T>0p (Efonén) = ng@D no varia con T

En consecuencia, la energia térmica de la red (que puede considerarse como el producto de la energia
media (Efonen) multiplicada por el nimero de fonones <nf0nén>) sirve para estimar de dependencia con
la temperatura del nimero medio de fonones en el sistema,

T < Op Upeq < T (Nfonén) X T3

T> @D Ured X T <nf0nén> xT

8.2. EFECTOS ANARMONICOS EN UN CRISTAL

En este apartado vamos a estudiar alguna de las propiedades fisicas que aparecen al introducir las
interacciones cristalinas anarmonicas, esto es, al desarrollar la energia potencial de interaccién entre
los iones mas all4 de la aproximacién armoénica.

Una demostracion de la existencia de estos efectos —
anarmoémnicos son los experimentos de interaccién o E “\ O Ha
fonon-fonén con el resultado de otro fonéon. Algunos F A y
de ellos son: 43 Ht{;e:l._ _ » ..*:,
e Fn un cristal de MgO se hace interaccionar un haz ' il ; '
de fonones longitudinales de frecuencia w; con otro |
haz paralelo cuya frecuencia es wo. El resultado de la & |
interaccién es un tercer haz de fonones longitudinales | J
de frecuencia w3 = w; + wg, con una conversion by i
de energia de un 70% de la energia de los fonones \\‘\_ #
incidentes en una longitud de interaccion de 2 cm. Sz

L -
o

e
e Mediante un montaje experimental adecuado, se

) . .. FIGURA: Colision de fonones en un
hacen interaccionar dos haces ultrasénicos estrechos

disco
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de fonones en la zona central de un disco circular (véase la figura). Se observa que se genera un tercer
haz en la zona de interaccién solamente en aquellas direcciones que verifican tanto la conservacion de la
energia como del cuasimomento de los dos haces de fonones; los fonones del nuevo haz son resultantes
de la interaccidn de los dos hacesanteriores. En este caso, interacciona una onda longitudinal con otra
transversal para dar lugar a fonones longitudinales.®

La interaccién entre fonones puede explicarse de una manera sencilla. La presencia de un fonén en
un cristal causa una perturbacion peridédica que modula, en el espacio y en el tiempo, las constantes
elasticas del solido, por medio de los términos anarmoénicos del hamiltoniano.® Esta ondulacion ha de
influir en cualquier otro fonén que se propague en el cristal, de modo que se produce, globalmente,
una interaccion entre los dos fonones. Vea la discusion un poco mas detallada de la seccion (8.2.2).

Ademsés de los dos experimentos «directos» citados, existen otros fendémenos que requieren la
inclusion de los términos anarmoénicos en el hamiltoniano de los iones, ya que es bien conocido que
algunas counsecuencias fisicas de la aproximacién armonica no se cumplen con precisiéon en los cristales
reales. Enumeramos ahora algunas de ellas.

1. No existe la expansién térmica de un cristal, ya que en la aproximacién armonica la posicién
media de los iones no depende de la temperatura (coincide, para un cristal de Bravais, con el
punto correspondiente de la RD).

2. Las counstantes fisicas adiabaticas e isotermas son iguales.
3. Las constantes elasticas no dependen de la presion y la temperatura.

4. La capacidad calorifica es constante a altas temperaturas (T' > Op), pero experimentalmente
no siempre se acerca al valor de Dulong y Petit. Como a esas temperaturas hay poca duda de la
validez del calculo clasico, es muy posible que estas diferencias se deban a que la aproximacion
armoénica ya no es valida a esas temperaturas.

5. No existe interaccion entre las oscilaciones de la red, pues en la aproximaciéon armdnica los modos
normales son independientes. Eso lleva a que serfa infinita la conductividad térmica de la red

Rred-

6. En la dispersion de neutrones por un cristal se obtienen picos de difraccion (provocados por las
leyes de conservacion de los procesos de un solo fonén) con una anchura bien definida, lo que es
una medida muy directa de los términos anarménicos del hamiltoniano de los iones.

8.2.1. Expansion térmica de los cristales

En este apartado vamos a discutir de manera cualitativa, y sin entrar en detalles, la expansion
térmica de un cristal. Solamente es posible esa expansién si se introducen términos anarmoénicos en el
tratamiento del cristal.

Para ello, supongamos un oscilador anarmonico clasico (estamos, pues, en el limite de altas
temperaturas) unidimensional, que describe el movimiento de un i6n con respecto a la posicion de
equilibrio del mismo. Desde un punto de vista del potencial que acttia sobre el oscilador, puede decirse
entonces que el i6n est4 sujeto a un potencial que tiene al menos un término en z3 que corrige la parte
puramente armoénica en 22 (nos olvidamos, pues de los términos cuarticos y superiores). Esto es,

U(z) ~ cx? — ga.

8 .
Normalmente, es necesario que haya dos ramas (una L y otra T) para que ocurran los procesos a tres fonones.
9 a: . P . . . . .
Si solamente consideraramos los términos armoénicos, el segundo fonén no «veria» al primer fonén, pues los fonones son
completamente independientes en la aproximacién armonica.
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A temperatura T, el valor medio de la separacion de ese i6n respecto a su posicion de equilibrio

viene dada por
fj;o dz ze~U@)/ksT

[P dpeU@)/ksT

()

Si los desplazamientos son pequeios, de forma que se cumpla que gz3 < kT, podremos desarrollar
la exponencial

+oo +oo
/ dz ze”V@/kBT ~ / e~ /kBT (ZE + g2t /(KpT) + .. ) o~ 3){7?59/2(/6311)3/2
c

—00 — 00

oe U(z)/ksT m
- T B ~
/_Oo dr e =\ o/ hnT

de manera que

(x) ~ 3—ngT x T.
4c?

De esta forma, la inclusion de términos
anarmoénicos en este modelo unidimensional hace
que la separacién entre los iones vecinos resulte ser
proporcional a T y, por tanto, sugiere que un soélido
se expande con la temperatura de manera lineal.

Esto esta de acuerdo con los experimentos, de
los que se conoce el coeficiente de expansion lineal.
En la figura se pueden ver los resultados para los
valores experimentales de la constante de la red del Ar
solido, en funcion de la temperatura (la temperatura
de Debye del Ar es de ©p = 92 K).

La fuerza promedio que sufre el i6n al desplazarse del equilibrio es (F') ~ —2¢(x) + 3¢ <x2> y si
no hay fuerzas externas, debe cumplirse que (F) = 0 en equilibrio térmico a temperatura 7. Esto
significa que

FIGURA Variacién de la constante de
la red con T (Ar)

(z) = g%<x2> ~ gc% (U()).

Para un oscilador armoénico se verifica que (E) = 2(U(x)) y, si los términos anarmoénicos son
pequenos podemos escribir que () ~ %C% (E).

Si llamamos rg es la distancia entre los iones mas préximos,

() 3 9

ro  4roc?

y el coeficiente de expansion lineal serd
1d{z) 3 ¢ dall frual-% |
:—72*7201” i | iy CaLE ] LN |
ro dI’ 4 roc =y
| - »
una expresion que nos da una relacidon de w, "-." X i
proporcionalidad entre « y ¢,, que ha sido : .
comprobada experimentalmente.

Dando valores a la expresién anterior para p it —— T e,
altas temperaturas (7' > Op) se tiene g Wp M lee  TLR)

3 gkp FIGURA Cu: Variacién de a y ¢, con T'
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de acuerdo con los resultados experimentales.

Utilizando el pardmetro de Griineisen v se puede ajustar mejor la relaciéon entre o y ¢y,

donde ~ es el parametro de Griineisen (que toma valores de entre 1.5 a 2.5 para metales), x es la
compresibilidad y V es el volumen por dtomo.

8.2.2. El mecanismo de colisién entre fonones

Como ya se ha explicado, cuando describimos el hamiltoniano dentro de la aproximaciéon arménica
aparecen los modos normales. Estos modos normales son independientes unos de otros, de forma que
el gas de fonones es un gas ideal y no tiene colisiones, teniendo una vida media infinitamente larga.
Sin embargo, si existen términos anarmoénicos en el hamiltoniano, esos términos acoplaran estos modos
normales dando lugar a fonones con una vida media finita.'® Ademaés, tanto los defectos de la red,
las impurezas o las superficies del cristal limitaran la vida media de los fonones, especialmente a
temperaturas muy bajas.

Discutamos de manera elemental el mecanismo de colisién de los fonones. Dado que la velocidad
del sonido depende de la densidad local del cristal,'' podemos considerar que una onda sonora qp que
se propaga a lo largo de un cristal en el que ya se estd transmitiendo otra onda qo presentara una
«modulaciéon en fase», debida a la superposicion de ambas ondas.'” Si llamamos C a una constante
que especifica la magnitud de esa modulacion,

u(r,t) = exp (i {ql ‘r+Ccos(qa-r— wat) — wltD, (8.5)

donde el término entre corchetes cuadrados define las superficies de fase constante. Como la velocidad
de fase se obtiene diferenciando la ec. para la superficie de fase constante de la vibracién, y sabiendo
que vy = dr/dt, tenemos

) q1 — qQCSiH (q2 r— WQt) N

=1
Vs w1 — WQC sin (qg - r— wgt)

Esto representa una velocidad del sonido modulada por la presencia de una vibracién de frecuencia
wo y vector de onda qs.

Si C' < 1 (acoplamiento pequeno)*® la vibracion (8.5) puede escribirse como

u(r, t) = ell@r—wit) [1 +iCcos(qa - r — wot) + .. ] =

— eilarr—wit) | %icei[(fn+q2)-r*(w1+w2)t] + %icei[(mfqz)-r*(mfwz)t] +0(C?

y cada uno de los tres términos representas:
— el primero, un fonén (qi, wi)
— el segundo, un nuevo fonon (qs = q1 + g2, w3 = w1 + w2)

— el tercer término, otro nuevo fonéon (qs = q1 — q2, w3 = W1 — w2)

10 Fsto no es més que otra manera de expresar la aproximacién del tiempo de relajacion, de la que hablamos al describir el
modelo de Drude—Sommerfeld de los electrones en un metal.

1 Esto es, depende de las tensiones y deformaciones que haya en el mismo.

12 g6 ha dicho que la velocidad del sonido dependeré de la densidad del material, que es lo mismo que decir de la deformaciéon
del mismo. Por consiguiente, habra una modulacién en la fase ya que la velocidad de fase es justamente la velocidad del sonido.
De manera més general, dados dos modos que se propagan en un medio con densidad variable (en Optica, serian medios con indice
de refraccion variable), se tendria:

— existe acoplamiento entre los modos: modulacién de amplitud y de fase (esta altima, ligada al medio)
— modos no acoplados: la modulacién viene determinada por el medio, es una modulacién de fase.
13 8 ¢ = 0 la velocidad del sonido viene dada por vs - qi/wi = 1.
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y todo ello refleja que hay procesos de hasta tres fonones en los términos en orden O(C).

Es claro que q3 = q1 + q2 puede quedar fuera de la PZB. Por ello, la ley que relaciona los
cuasimomentos es

a=q+q+G G ¢ RR.

Los procesos en los que G = 0 se llaman normales (N) y aquellos en los que G # 0 se llaman Umklapp
(U) (estos tltimos son difracciones de Bragg de un fonén mas una emisiéon o absorciéon de un nuevo
fonon).

Nota: En una difraccién de neutrones o de rayos X las particulas transmiten al cristal
(incluyendo sus fonones) un momento 4 (k' — k), mientras que en cualquier proceso entre
fonones (sea N o U) el momento total del cristal no cambia. Es por ello que el pensar que
hq es el momento del fonén es artificial, porque el fonén difractado-Bragg con momento
h(q+ G) es el mismo fonén que el fonén hiq (recuérdese que el momento transportado
por un fonoén es nulo).

) 8
g

9

.
pv)

»
~
'

~
—y

FIGURA procesos Ny U

8.3. CONDUCTIVIDAD TERMICA DE LA RED

No vamos aqui a desarrollar una teoria detallada de la conductividad térmica de los cristales, sino
solo a bosquejar las caracteristicas fisicas del problema, utilizando una aproximacién elemental de
tiempo de relajacién para los fonones.'*

En general, la conductividad térmica total tiene un maximo pronunciado a temperaturas bajas
(T < 80 K) y cae rdpidamente al subir la temperatura. El rango del maximo esta entre 10% y 20 x 103
W/K-m. La disminucion de la conductividad térmica x con T' es méas rapida en los aislantes, de forma
que a T, los metales conducen mejor (hay excepciones: el diamante conduce mejor a Topyp, que
cualquier metal).

En los esbozos que se presentan en las figuras se pueden observar esa caracteristica en el zafiro
artificial y el cobre (que tiene una conductividad térmica mayor que el zafiro para temperaturas altas),
asi como otras caracteristicas que presentan la riota1(7') en metales y aislantes.

14 ) . . U . N
Recuérdese que ya se hizo una aproximacion similar para el estudio de la dindmica de los electrones en los metales.
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Haremos algunas aproximaciones para esta discusiéon cualitativa:

» Usaremos un tiempo de relajacion 7(7")

» Solamente consideraremos ramas actsticas (esto es, estudiaremos cristales de Bravais).

Esto es razonable en muchos casos, porque en los procesos en los que intervienen fonones (y,
por tanto, que influyan en r,0q(7")) aparece la velocidad de grupo dw/dq, que es pequena en las
estrechas ramas 6pticas.

Notese que

i =3 hela )<>

» Las tres ramas acusticas las describiremos mediante un modelo de Debye (donde w = ¢q).

= Hxcigiremos un equilibrio termodindmico local, de modo que al energia de salida de un fondén
después de una colision en el punto g es u®d(7T'(xp)).

Supongamos que sometemos al cristal a un pequeno
gradiente de temperatura a lo largo del eje OX. Si llamamos L=
¢, a la velocidad de salida de un fonon después de
una colisién a lo largo de dicho eje, podemos escribir la
contribucién de ese fonén al transporte térmico como

Cp X {u(xo —lcosf) — u(xg)}

donde [ es el camino libre medio y 6 el d4ngulo que se muestra en la figura.

Promediando en todas las direcciones desde las que puede llegar un fonén al punto zg,

JjqQ = <cx [u(:vo —lcos—0) — u(xo)} >9 417r /dQ cm[ }
o~ i dgp/ dhds? ccos@[—lcos&[g:p} }
zo

1 ou oT
~ z —c a2
C (936 xo / d/'L/*L 3 ¢ l aT ( (9x )CEO

v la conductividad térmica sera

k==c, cl==c,(T) 7(T). (8.6)
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La dependencia de kyeq(T") viene dada por Cy(T), que es conocida por nosotros, y por 7(7'), cuyo
calculo es un problema dificil, sutil y complejo.

1.- Altas temperaturas, T > Op

A estas temperaturas el niimero de ocupacion de los fonones es

B 1 _ kgT
JlQ) = Go@mat =1 = (@)

y, como se ve, no depende directamente de q.

Este aumento en el numero de fonones al aumentar T conlleva una mayor probabilidad de
colision, de manera que el comportamiento de 7 serd aproximadamente proporcional a 1/7. A
estas temperaturas el calor especifico es constante, y obtenemos el resultado de que kKyq x 1/T,
aproximadamente.

Esta discusion esté relativamente de acuerdo con el resultado experimental, que nos dice que
1
Kred(T' > Op) o Ta’
con a € (1,2).

2.- Bajas temperaturas, T < ©Op

En este caso, el numero de fonones excitados es pequeino, y solamente aparecerin de forma
apreciable los que tengan una energia ws(q) < wp y, por lo tanto, que cumplan que ¢ < kp.

Si solamente se tienen en cuenta los fonones mayoritarios, la energia total de dos fonones que
colisioan ha de ser mucho menor que Awp y su momento total ha de ser mucho menor que Akp.

En la colisién, la energia total se conserva, de manera que la energia total de los fonones resultantes
serd también mucho menor que hwp: esto es solo es posible si también los cuasimomentos ¢ de dichos
fonones son de médulo mucho menor que kp.

En resumidas cuentas, los vectores de onda de los fonones incidentes y salientes de la mayoria de
las colisiones son pequetios cuando se comparan con kp. Como

a1 +92=d; +q95+ G,

necesariamente para esos procesos mayoritarios ha de cumplirse que G = 0.

a) Procesos N

Como acabamos de decir, a temperaturas bajas cabe esperar que practicamente todos los procesos
sean N, de manera que se conserva el momento cristalino total.

En consecuencia, si solo consideramos estos procesos N, y si en algtin instante determinado se
cumple que

> a fu(a) #0,
q,s

resulta que este valor no varfa en equilibrio térmico: jel flujo jq no se anula progresivamente aunque
estemos en un sistema con un gradiente V7' cero!

Analicemos este resultado con mayor detalle. Supongamos un conjunto de particulas en equilibrio
térmico, situadas en niveles de energia ¢; y con cuasimomentos q;. El sistema esta aislado, de manera
que Eiotal = Y, ni€; = cte y que diotal = »; ¢i€i = cte (donde n; es el nimero de particulas en el
estado 7). Si llamamos 2 a la probabilidad de encontrar una distribucion dada de las particulas entre
los distintos estados (esto es, un conjunto determinado de valores n;) y si consideramos particulas
independientes, se cumple que Q = [],€;, donde Q; es el nimero de posibilidades de colocar n;
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particulas en el estado ;. Si llamamos g¢; al nimero de estados que hay con energia ; (esto es, la
degeneracion de la energia €; o la densidad de estados), este valor de §2; para bosones es'®

_ (nitgi—1)!
! n@‘(gl — 1)!
Lo que queremos es maximizar Q' con las restricciones Fiot = cte y qiot = cte. Esto se puede llevar

a cabo con el método de los multiplicadores de Lagrange. Si introducimos ~ y [ para las ligaduras de
dtot ¥ Etot podemos escribir que

JlnQ;
N oni| ot e+ hy | =0 VBy
Como 910
N
T:@Ez‘—h’)"%
g

podemos despejar para

y usando la aproximacion de Stirling encontramos que 91nQ;/dn; = In (%2"1

obtener
9i

n, = ——————
Y ePei—hyrai

Si utilizamos una notacién cuasicontinua para las energias, recuperamos la notaciéon que hemos
estado usando anteriormente: g; = D(w) y nij(w,T) = D(w) fpe(w,T). Por otra parte, habitualmente
se tiene que n; > g; (véase el problema 11.2 de Zemansky y Dittman).

En consecuencia, la distribucién de equilibrio de un
gas de fonones cuyos cuasimomentos se conservan en las
colisiones es Tty
1

fBE7S(q) - est(q)/kBT_h7'Qi — 17 -- ! | o il

donde ~ es un vector constante que se elige tal que Zq’ s =
cte. La expresion para fpp s(q) se puede interpretar como
que ahora la energia de los fonones se mide desde una linea
hkpT~ - q (véase la figura), en vez que desde el eje de
energias.

Si recordamos que

Procesos N

jo = S ten(@ 5V ),
q,Ss

y teniendo en cuenta las funciones que aparecen en esa expresion, se ve claramente que si el origen
de energias fuera el eje horizontal se cumple que jq = 0, pero si el origen se toma en la linea gruesa,
entonces el flujo térmico jg # 0 y, sorprendentemente, tendremos flujo térmico en equilibrio para un
gradiente de temperatura nulo.

Por lo tanto, necesitamos incluir los procesos U para que, en ausencia de un gradiente de
temperatura, pueda conseguirse un equilibrio térmico en el sistema de fonones (esto es, que se obtenga
jq = 0). El que necesitemos incluir estos procesos U se debe, esencialmente, a que son los procesos
que mas cambian la velocidad de grupo de las particulas del gas de fonones.'”

15 Hay que repartir n; fonones en g; estados con la misma energia ¢;. Solo hay pues n; 4+ g; — 1 posibilidades a repartir en g; — 1
estados (véase Zemansky y Dittman, pag. 479). Como tanto n; como g; son mucho mayores que 1, el 1 de las expresiones se puede
despreciar.

16 O, lo que es equivalente, su neperiano, para convertir el producto [, en una suma >_,.

17 Debemos recalcar que los procesos N también cambian la velocidad de grupo y hacen mas lento el flujo térmico, pero hemos
visto que estadisticamente se obtendria un flujo estacionario no nulo, incluso aunque no haya gradiente de temperatura.
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a) Procesos U

La distribucion fs(q) que hemos encontrado antes no X
puede ser la verdadera funcién de distribuciéon de los
fonones en un cristal, porque el teorema de Bloch enuncia

que ambos extremos de la PZB han de ser equivalentes, es —— o
decir, que y(¢ = £7/a) = 0, y como consecuencia vy(q) no S
puede ser constante. \ S

Por otra parte, hemos visto que los procesos N implican
que 7 es un vector constante, por lo que solo los procesos U
son los causantes de que v(q) # cte. Para poder producirse,
los procesos U han de tener q cercanos a los bordes de
la PZB. Parece, pues, razonable pensar que el cambio del ¥
multiplicador de Lagrange v = cte para pasar a y(q) # cte LT Y. 5
solamente sera apreciable cerca de +7/a.

Procesos U
Como, de acuerdo con lo comentado, debe cumplirse

que ¥(¢ = £m/a) = 0, podemos suponer que la curva
hkpT~(q) - q toma la forma de la segunda figura.

Todo esto lo podemos resumir como: solamente cuando hay fonones de alta energia en el cristal
(esto es, con q cercanos a la PZB) puede haber resistencia térmica. Es obvio, por tanto, que es el tiempo
de relajacion de esos fonones de gran energfa el que va a controlar la forma de la conductividad térmica
Kred(T).

A bajas temperaturas apenas hay fonones de ese tipo excitados, por lo que hay una alta
conductividas térmica.

Ahora bien, para que haya procesos U al menos uno de los fonones que colisionan han de tener un
cuasimomento ¢ ~ kp (ya que sabemos que kp ~ G y una energia del orden de hwp. Por tanto, la
funcion de distribucion para esos fonones sera,

1 1

_ ~ ~ ~ »,—©p/T
fs(q) = @k 1 e 1 (Op>T) ~e 2P/,

Este niimero decrece exponencialmente al bajar la temperatura, y para T < ©p la conductividad
Kred(T') aumentara con gran rapidez ya que 7(7") ~ eTo/T con Ty ~ Op.

Pero si estamos a una temperatura T suficientemente baja (y que T < Op) para que kpeq(T)
presente este comportamiento exponencial, es claro que el camino libre medio de los fonones puede
llegar a ser muy grande, y podra ser comparable a los caminos libres de los otros mecanismos posibles
de colisién de los fonones:

— con las impurezas o imperfecciones de la red cristalina.
— con las superficies laterales del cristal (si no estan pulidas).'®

Por tanto, se ha de llegar a un limite en el que I(T") no dependa méas que de la muestra en cuestion
y no de la anarmonicidad (esto es, de la temperatura) del cristal. Por consiguiente, en el limite en que
T — 0 (y T < ©p), el camino libre medio [ ha de ser constante y la conductividad térmica ha de ir
como fired(T) o< T3, debido a la dependencia del calor especifico con la temperatura.'®

En resumen:
— a muy bajas temperaturas hay un comportamiento req(7) o< T2 y la conductividad térmica depende
de la pureza y del tamafio de la muestra (los procesos U estdn «congelados»).

18 En caso de una muestra policristalina, la conducntividad dependerd muy directamente del tamano de los cristalitos de la
muestra.

19 Netese que este resultado debe depender de la cristalinidad de la muestra y, en fecto, en materiales amorfos se ha visto que
Krea < T2 para T < 1 K.
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—al ir subiendo la temperatura empiezan a aparecer procesos U, y en consecuencia hay una disminuciéon
rapida de la conductividad térmica, de forma exponencial: kpeq(T') eTo/ T,

Todo esto es lo que se observa cualitativamente en los resultados experimentales para aislantes,
como se ve en las figuras.

Rl i)

Notas sobre la conductividad térmica (7

e 1.- Longitud de onda de los fonones mayoritarios e temperatura T

Es claro que la naturaleza ondulatoria de los fonones debe de influir sobre el «acoplamiento» con
cualquier cuasiparticula del sistema, y dicho acoplamiento en general dependera de la longitud de onda
A de los fonones.

A temperaturas elevadas (T 2 ©p) los fonones tienen una energia cercana a wmax, 10 que nos dice
que A ~ 2a (donde a es el parametro de la red).

Para otras temperaturas, una estimaciéon razonable podria ser

S) T

A~2 ~ il
a T a 9D 9

que nos da A ~ 200 a para T ~ 3 K, mientras que para T~ 300 K tendremos A ~ 2 a.

e 2.- Mecanismos de colisién de los fonones

Nota: Como ya hemos comentado antes, supondremos que si la densidad de centros de colisién
es baja, los efectos de los distintos procesos de colision han de ser independientes y aditivos. Por otra
parte, ya sabemos que los procesos N no intervienen en la conductividad térmica (7).

a) Procesos U, ya estudiados.

b) Colision con defectos puntuales: impurezas, is6topos, etc.
En este caso lo que importa es la relacion entre la A de los fonones y el «tamano» del obstaculo.
A baja temperatura se verifica que A > a, lo que hace que el proceso de colisién se asemeje a
la interaccion de la luz con particulas de tamano muy pequeno (dispersion Rayleigh, que puede ser
estudiada® mediante la aproximacion de Born de la dispersion).!

20 Véase, por ejemplo, el libro de Jackson de Electrodindmica cldsica, segunda edicién, apartado 9.7 (hay una discusion previa
en el apartado 9.6).
21 Recuerde la asignatura de Fisica Cuantica 11
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La probabilidad de colisién resulta ser proporcional a ¢*, por lo que en nuestra aproximacion del
tiempo de relajacién podemos escribir que 7(T') oc T~* y su efecto sobre la conductividad térmica es
por consiguiente®”

Fimp(T) o< T3 T4 =771,

Cy T

A temperaturas altas tenemos, sin embargo, que A ~ a,. Como el calor especifico es constante
obtenemos que

Kimp(T') ~ cte.

c¢) Colisiones con las dislocaciones.

En el caso de las dislocaciones, la distorsion de la red cristalina es de largo alcance (esto es, no
podemos decir que esta localizada).
Como el ntimero de dislocaciones es proporcional a 772, su contribucion a la conductividad es

Fimp(T) o< T?.

e 3.- Ordenes de magnitud para x(T)

a) Un material aislante muy puro con una temperatura de Debye O p elevada puede presentar una
conductividad térmica grande a Tyoyp.

Ese es efecto el caso del diamante a temperatura ambiente,

Diamante | Kdiamante =~ 2000 W/m-K | ©p = 2000 K

Cobre Kou =~ 400 W/m-K ©Op =340 K

Esto se aprovecha para la fabricacion de laminas semiconductoras evaporadas sobre diamante, lo
que les permite tener una refrigeraciéon excelente.

b) El pico del méximo de la conductividad (7" es normalmente muy alto (con valores tipicos de
unos 2 x 10* W /m—-K para cristales puros) y aparece a una temperatura aproximada de ©p/20.

¢) En el limite de bajas temperaturas se puede estimar «(T") con facilidad.

En efecto, veamos un caso estandar

©Op ~ 300 K Densidad: aprox 10* kg/m? Peso atémico: 100

460 J/mol — K  si T =4K
3680 J/mol — K si T =8K

3
T _

Vsonido ~ 5000 III/S dmuestra ~ 3 mm ~ lfonon

2300 W/m —K  si T =4K
18400 W/m — K si T =8K

K= % Cy | Usonido J/mol-K = {

d) Para vidrios y plasticos, su falta de estructura cristalina da lugar a un gran niimero de colisiones
de los fonones. Por consiguiente, tienen una baja conductividad térmica, &(Tamp) ~ 0,1 W/m-K.

Y, ademaés, estos materiales son excelentes aislantes a bajas 7.

22 Un calculo mas preciso, del que no damos detalles, nos daria Kimp(T) o T-3/2,
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e 4.- Variacién de la conductividad con los is6topos (e 1)

En caso de que la muestra de un material cristalino & o i
tenga una distribuciéon al azar de los isétopos que i s
constituyen el cristal, esa distribucién perturba la A Ge
periodicidad de la red. “;" f{:‘:

La influencia en la conductividad térmica (7)) puede o o
ser muy notable, segin se ve en la figura, en la que se A f
presentan las conductividades del Ge normal y del Ge L '
enriquecido con Ge™. o |

e 5.- Variacién del maximo con las imperfecciones

La altura y al posicién del maximo de la conductividad térmica dependen grandemente de las
imperfecciones de la red, como se observa en los resultados experimentales.

w D e

e 6.- Variaciéon a bajas temperaturas
El comportamiento exponencial decreciente de x con T para bajas temperaturas se observa
experimentalmente como
(T o e~ O/t con b~2-3
Esto esta de acuerdo con lo que ya se dijo antes.

La determinacion de Ty o b es muy dificil, pero lo importante aqui es la aparicion del término
exponencial que refleja el «congelamiento» de los procesos U al ir bajando la temperatura.

8.4. CONDUCTIVIDAD TERMICA DE LOS METALES (CONTRIBUCION
ELECTRONICA)

En los metales, los electrones han de contribuir también al transporte térmico. Se puede suponer
que la contribucién de la red y la de los electrones son independientes y, por tanto, que son aditivas,

K = Rred T Kelec

y si aplicamos el mismo modelo conceptual que hemos usado para los fonones se tiene que

3 Nk%

3 m*ugp

lelec (T) T

1
ﬁelec(T) == lelec Vfp C: =

3
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8.4. CONDUCTIVIDAD TERMICA DE LOS METALES (CONTRIBUCION ELECTRONICA)

donde se ha sustituido el calor especifico electréonico por la expresiéon que hemos obtenido en el modelo
de DS. En estas circunstancias, queda por discutir el comportamiento de lgec(T) para determinar el
de 1a Kejee(T).

1.- Altas temperaturas

En este limite las colisiones que limitan el camino libre medio de los electrones, lqe. son las debidas
a la presencia de los fonones.

Como ya hemos visto que el niamero de fonones es proporcional a 7', podemos estimar que lejec(7") o<

1/T y que ’ Kelec(T) = cte ‘ Esto es consistente con los resultados experimentales. Dando valores

tipicos, ¢, ~ 0,01 c*d ~ 3 x 104 Joule/mS—K, vp ~ 10 m/s y Agec =~ 107® m obtenemos que
Kelee =~ 102 w/(K-m) y por consiguiente que

red
Cy

Rred _ elecv lfonones ~ 5 x 10_2
Kelec Cy, (%2 lelec
de forma que la k de los metales es debida practicamente toda a los electrones.

Sin embargo, en materiales con muchas impurezas, o en aleaciones, puede ocurrir que Kelec ~ Kred
y como resultado la conductividad térmica total resulta ser muy pequeia.?®

Tomb Ag | Cu | Au | Al | Ni | Constantan (60 % Cu, 40 % Ni)

K (w/(K-m) | 403 | 384 | 296 | 210 | 60 23

2.- Muy bajas temperaturas

En las proximidades de T = 0 K el ntmero de fonones es muy pequeiio y las colisiones de los
electrones son debidas mayormente a las imperfecciones e impureza del cristal.

Si el niimero de esas imperfecciones e impurezas no varia de manera apreciable con T', entonces
tendremos que
lelec 06X —— = cte,
imp
donde hemos llamado niyp a la concentracion de impurezas e imperfecciones.

elec

°°¢ o T, obtenemos que

En consecuencia, dado que ¢

3.- Temperaturas intermedias

Para este rango de temperaturas la contribucién de la red a la conductividad térmica seguira
un comportamiento similar al que hemos estudiado para los aislantes anteriormente (conductividad
de la red), con un méximo y un decaimiento exponencial al aumentar la temperatura suficientemente.
Cabe esperar, pues, que en este rango sea la contribucion de la red la que sea la méas importante.

Sin embargo, si se toma en cuenta que para T < O p el ntimero de fonones excitados es proporcional
a T3 (o que el calor especifico de la red es proporcional a T%) se obtiene que

-2
Relec X T

relacion que se ve confirmada en muchos casos por los experimentos.

23 i A s .. P .
Esa es la razon por la que el constantan tiene una x mucho menos que las conductividades térmicas del Ni o del Cu y se ha
medido que, efectivamente, en ese caso Kelec ~ Kred-

157



FISICA DEL ESTADO SOLIDO. PROPIEDADES TERMICAS DE LOS SOLIDOS

W o Sy

Iw

Tk W ;u ﬁn “ k!

¢ 00
Conductividad genérica de un metal Conductividad térmica del Cu

Haciendo un resumen, nuestro anilisis de la contribucién electréonica a la conductividad térmica
nos dice que

— Kelee X T a temperaturas muy bajas, donde dominan las colisiones con impurezas y el lgec
es constante.

— Kelee ¢ T72 a temperaturas bajas T' < ©p, donde son las colisiones con fonones las dominantes y
el lgee varia de forma inversamente proporcional a 7.

— Kelee = cCte a temperaturas altas T > Op, donde dominan las colisiones con fonones y el
lelec varia de forma inversamente proporcional a T. Se cumple la ley de Wiedemann—-Franz, esto es
que Kelee/(0T) = cte.

Estas predicciones implican que ke ha de presentar un maximo. Los resultados experimentales
en metales, donde la contribuciéon de Keee a la conductividad térmica es grande, suelen confirmarlas
(véanse los resultados para el Cu) si bien para las temperaturas intermedias se miden comportamientos
del tipo Kelec x 1%, con 2 < z < 2,5.

8.5. RESISTIVIDAD ELECTRICA DE LOS METALES (DEPENDENCIA CON T)

Sabemos que los electrones Bloch de un cristal perfecto dan lugar a una conductividad infinita.
Esto significa que la conductividad eléctrica finita de los metales es debida enteramente a las
desviaciones de la red real respecto a la periodicidad perfecta. Incluso en la muestra mas pura (sin
defectos, impurezas o superficies que la delimiten) hay una fuente de resistividad: la existencia de las
vibraciones térmicas de los iones de la red conlleva, la aparicion de las colisiones electron—fon6n. Como
ya se discutié en la introduccién al modelo de DS, estas colisiones son las causantes del aumento de
la resistividad de los metales con la temperatura, mientras que la resistividad asociada a la existencia
de impurezas en la muestra es casi constante.

Al estudiar la variacion de p(T') se puede considerar la interaccion de los electrones con el cristal
como un proceso de absorcién o emision de fonones, en el que la energia y el cuasimomento de los
electrones cambian de acuerdo con

k >k Ek:c‘:k/:l:hws(k—k/—l-G):€k/j:hw5(k—k/)

donde + indica emisién de un fonén y — absorcién de un fonén, y donde se ha tenido en cuenta que
el vector de onda del fonén ha de verificar que k/ = k + q — G. La conservacion dela energia implica
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que solo aquellos fonones con energia

hws(q) = i(5k+q - 5k)

pueden participar en la colisiéon con el electrén k. Esta condicién define una superficie en el espacio k
que fija cudles son los fonones que pueden colisionar con cada electréon. Ahora bien, fiw,(q) es pequena
en la escala de energias de los electrones™ y, por lo tanto, q ha de ser un vector tal que e ¢ sea
practicamente igual a ey.

Si se dibuja la superficie equienergética e = cte (en particular, ex = ep ya que los electrones
que transportan la carga eléctrica tienen practicamente esa energia), dado que ey = €y, entonces los

vectores q de los fonones que colisionaran con los electrones serdn aquellos que parten del extremo de
k para terminar sobre la misma superficie equienergética.

\ / o

s o - ¥
! o ey 3 T‘""'*?'-'Ln or  Ba teensuimge, Ae b g b
\l"‘h a ;,//

Temperaturas altas, "> Op

A estas temperaturas el niimero de fonones en un modo normal es

1

kT
) = St 1 =

huo(a) va

de forma que el nimero total de fonones que tienen un cuasimomento q como el que hemos definido

antes va a ser proporcional a 1. Dado que la resistividad aumentara con el nimero de colisiones, es
claro que éstas lo haran con el nimero de fonones y, por tanto,

p(T) T siT > Op

Temperaturas bajas, T' < Op
En este caso solo los fonones con energia hw(q) < kT pueden ser absorbidos o emitidos por los
electrones.

i) En la absorcion es evidente: son los tinicos fonones de los que hay un niimero apreciable.

ii) Debido al principio de Pauli, y dado que los electrones tienen una energia aproximada ep + kpT,
los fonones que se emiten solo pueden tener una energia del orden de kpT.

Por tanto, si T < ©p se cumple que el cuasimomento ¢ < kp y estamos en la zona lineal de la
relacion de dispersion, esto es, se cumple que w(q) ~ csq. Esto quiere decir que el vector de onda del
fonoén seré

< kT
~ hecg

(8.7)

Valores tipicos: ep ~ 10 eV, wps ~ 1012 — 1014 571, B~ 6,6 x 10716 eV - s, fwps ~ 0,01 — 0,1 eV.
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que implica un valor pequeno de ¢. Como ademaés, q ha de verificar la condicién que ya hemos dicho,
w(q) = csq, el nimero de fonones que la cumplen es proporcional a ¢ y en consecuencia proporcional
aT?.

El ntimero de colisiones (por unidad de tiempo) entre los electrones y los fonones es proporcional
al cuadrado de una constante de acoplamiento entre ambas «particulasy. A bajas temperaturas (7' <
©p) este cuadrado es proporcional®® a Ty, en resumen, el ntimero de colisiones por unidad de tiempo
a estas temperaturas es proporcional a 7. Otra manera de expresar este resultado es la siguiente: el
nimero de colisiones es proporcional al nimero de fonones en el cristal y, a temperaturas T' < Op
tenemos que (Ngonon) o< T°.

Como ya se ha comentado, a bajas temperaturas los procesos en los que interviene un solo fonén
cambian el vector de onda de los electrones una cantidad muy pequeia (dado que se cumple que
g < kp y que q < kp). Si la velocidad de los electrones |v(k)| es practicamente constante sobre la
superficie de Fermi, es claro que las colisiones a bajas temperaturas se concentran hacia adelante vy,
por tanto, son menos efectivas para oponerse a la corriente eléctrica.

Suponiendo una superficie esférica esférica (is6tropa) y
que las colisiones son elasticas (a bajas T el intercambio de
energia es mucho menor que hwp y las colisiones no pueden
variar tampoco la energia media de los electrones) se puede
demostrar que el nimero efectivo de colisiones por unidad
de tiempo es proporcional finalmente a

- ; L ETE .
I E

R it perclithe

li  €atdin,

T?.73 =7T°

s
&
donde el T2 proviene del momento angular de las colisiones.

En efecto, si nos fijamos en la figura, y como ya hemos comentado, en una colisién el electrén puede
solo una porciéon Ak del momento. En consecuencia, hay que hacer un promedio angular de todas las
colisiones.

En resumen,

p(T) < T® siT < ©Op

Como se ve, hemos encontrado el
comportamiento general de p(7T") con o U;—
T, pero sin estudiar los valores A qu’=fﬁ..
absolutos de p. Esto es dificil
de calcular, pues la interaccion »
electron—fonén es muy dificill de it
tratar a nivel elemental. Por ello,se
puede comparar la resistividad, para .
distintos metales, con la resistividad a Bl *
T = ©p. El resultado, que se muestra ]
en la figura, es excelente, pues a altas i
temperaturas es lineal, mientras que g e
a bajas temperaturas tiende a una ley LER .i—"'-l.
en T°.

RES|5 T v 1D 5
Bz %8 W

B33

EL T
= i TES

2P F 2

%5 No se demostrara, aqui.

26 para hacer una estimacion de ese promedio angular para colisiones elasticas, se puede argumentar de la siguiente manera.
De acuerdo con la figura, Ak = gsin(6/2) y sin(6/2) = q/(2k), por lo que Ak = ¢%/(2k). Elegimos un 1 electrén de cuasimomento
k paralelo al campo eléctrico E. El nimero de colisiones v que son necesarias para «frenary al electrén de cuasimomento k puede
estimarse como v = k/Ak ~ 2(k/q)? « ¢~2. Como, de acuerdo con (8.7), se cumple que ¢ < kgT/(hc) a estas temperaturas, nos
queda que ¢ o< T y que v o< T~2. El ntimero efectivo de colisiones que a estas temperaturas «frenan» al electréon es proporcional a
T2.

Una cosa importante que debemos recalcar: a altas temperaturas, g es del orden de k (ya que hemos dicho que kp ~ kr), y v ~ 1.
Por consiguiente, a altas temperaturas no es necesario realizar el promedio angular en la discusion de p(T), y asi hemos hecho antes.
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Ley de Wiedemann—Franz

Todo esto que estamos hablando podemos incluirlo en el estudio de la ley de Wiedemann-Franz,
que nos da la razéon /(oT) de las conductividades eléctrica y térmica de un metal.

Para electrones libres (modelo de Drude-Sommerfeld) se tiene que

2
K e 2 kB
=— (= . (8.8)
oT 3 e
A altas temperaturas, si consideramos que a esas temperaturas se cumple que Kiotal =~ Kelects

tenemos que k tiende a una constante; ademéas, a esas temperaturas o « 1/7, de manera que el
cociente k/(0T) es constante.

Cuando las temperaturas son muy bajas (T — 0) sabemos que dominan las colisiones de
los electrones con las impurezas. KEstas colisiones si pueden cambiar notablemente el valor del
cuasimomento k del electrén que colisiona, lo que estd de acuerdo con las bases del modelo de DS.
Por consiguiente, cuando dominan esas colisiones con las impurezas también se cumple que la razén
k/(oT) es constante.

Sin embargo, si estamos a bajas temperaturas (T' < ©p), y utilizamos un modelo de tiempo de
relajacion, las colisiones con los fonones deben pesarse con un factor (7/©p)2, ya que la transferencia
de cuasimomento Ak es pequena, como ya se ha visto. En consecuencia,

S (G

Queda, por tanto, por ver como es el .

comportamiento de la razén k/(oT) para HKJ'L':"I':"'”“:.:'

aquellas temperaturas intermedias (con T < ks

©p), donde la ecuacion (8.9) puede dar valores itk

bajos para dicho cociente. Experimentalmente

se encuentra que aparece un minimo (véase la

figura). itk

A la vista de lo que hemos estado discutiendo, H__n.

una manera de interpretar ese minimo es la i, ~EB K
siguiente: la temperatura a la que se presenta el ‘ L (TR
minimo ha de coincidir con las temperaturas a £ Vg

las que el mecanismo dominante de la dispersién £z
de los electrones empieza a ser la interaccién con Variaciéon del cociente de WD con la
fonones de baja energia. temperatura
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CAPITULO 9
DEFECTOS CRISTALINOS PUNTUALES

9.1. INTRODUCCION

La definiciéon mas general de un defecto cristalino puede ser: regidn del cristal donde la distribucion
microscopica de los tones es muy diferente a la distribucion en un cristal perfecto.

El defecto més caracteristico, que aparece en todos los cristales es, evidentemente, las superficies
cristalinas.

Si la regién de imperfeccidon cristalina es del orden de un espaciado de la red, entonces el defecto se
llama puntual. Si el defecto se extiende a lo largo de una linea en el cristal el defecto se llama lineal
o de linea. Y si la extension es en toda una superficies, el defecto se llama de superficie.

Conviene fijarse que la definicion de defectos incluye también fonones, electrones y huecos,
excitones, magnones (ondas de espin), ..., y no solo los defectos localizados en la red.

9.2. DEFECTOS PUNTUALES

Nos detendremos primeramente en estudiar los defectos puntuales, haciendo hincapié en los
cristales i6nicos. Existen varios tipos importantes de defectos puntuales:

a) Atomo intersticial.
Ocupa una posicién en el espacio que normalmente no @»—{—D
‘ :

estd ocupada. Las redes amplias (poco compactas) pueden = i _ atovwo
acomodar atomos intersticiales méas facilmente que las que - w Sh cal
no lo son, de igual manera que los 4&tomos o iones pequenos G _ _@

pueden ocupar posiciones intersticiales con mas facilidad

que los de mayor volumen. Como es natural, dada la FIGURA atomo intersticial

simetria de la red, los Atomos intersticiales se colocan en
determinados puntos (entre puntos de la RD), y no en cualquier punto del espacio.

b) Vacante de la red.

Es un atomo o i6n omitido en una posicién normalmente ocupada. En un cristal covalente, la
ausencia de un atomo eléctricamente neutro no produce rotura de la neutralidad de carga del cristal.
Pero, en cambio, en los cristales i6énicos si se varia la carga y por ello tienden a presentar los defectos
por pares.

Asi,
1.- Defecto de Schottky: a una vacante ———r) e
de i6n positivo le corresponde otra 3 o Sadts S M B i Gt
de i6n negativo, conserviandose de esa A=) 4 v -\4] - = 'l‘
manera la neutralidad de carga. + - | \ S e o
2.- Defecto de Frenkel: es una ' - 4 —H- | M i |
combinacion de una vacante iénica con FP ¥ — 4 = XS

una carga intersticial similar, o de una O —
impureza con un nimero de electrones
diferente al de los 4tomos el cristal.

FIGURA defectos de Schottky y de Frenkel
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Los defectos de Schottky aparecen mayormente en los haluros alcalinos, y los defectos de Frenkel en
los haluros de la plata. En cualquier cristal real en equilibrio térmico existen ambos tipos de defectos,
como consecuencia de la agitacion térmica (o, en otras palabras, de las fluctuaciones estadisticas).

¢) Atomos extranos.

Son los que se sitian intersticialmente (ya se ha visto en los defectos de Frenkel) o sustituyendo a
los «ionesy del cristal. A menudo su estructura electronica es importante (en el caso de la sustitucion)
y también puede ser muy importante su volumen (caso de los 4tomos instersticiales).

Ya se ha comentado que debe esperarse un pequeiio (se evaluard mas adelante) niimero de defectos
puntuales en equilibrio térmico en un cristal, que aumente con la temperatura. Dependiendo de la
energia de formacién de los defectos, predominard un tipo u otro de ellos.

El nimero de defectos que hay en un so6lido en equilibrio termodinimico se puede aumentar
mediante varios métodos. Uno de ellos es el «templado», procedimiento por el que se baja rapidamente
la temperatura de un material desde temperaturas elevadas. Otras posibilidad es utilizar bombardeo
(«radiacion») con particulas nucleares, tales como protones o neutrones, que pueden desplazar los
adtomos del cristal por colisién directa o por efecto del calentamiento local. Una tercera posibilidad es
la «deformacion» en frio del cristal.

Por otra parte, es comin (caso, p.e., del hidrogeno y oxigeno en metales) que se introduzcan dtomos
extrafios intersticiales por difusion a través de las superficies.

9.3. COMPORTAMIENTO TERMODINAMICO DE LAS VACANTES

e Supongamos un dnico tipo de vacantes en un cristal de Bravais. Si el ntimero de vacantes
en equilibrio a temperatura 7', n(7"), es una magnitud extensiva, podemos calcularlo mediante una
minimizacion de la energia libre de Gibbs,

G=U-TS+pV p = presion

El volumen del cristal se puede calcular aproximadamente suponiendo que ocupa el mismo volumen
que el cristal perfecto de (N + n) iones, esto es, con N iones y n vacantes que ocupan el mismo lugar.
Por tanto,

V(n) = (N +n)vg

donde vy es el volumen por i6n en el cristal perfecto.

Escojamos ahora un conjunto determinado de posiciones de las vacantes. Si definimos la funcién
Fy(n) = U — TS para ese conjunto, si n es pequeiio, entonces Fy va a depender de n pero no de
la posicion de las vacantes (no hay interaccion entre ellas). En el cristal, existe un gran nimero de
posibilidades de colocar n vacantes en (N + n) posiciones i6nicas posibles. Eso da una contribucion a

la entropia igual a
Sconﬁg _ kB In ((N+n)'> .

Por consiguiente,

G(n) = Fo(n) — TS 1+ p(N + n)vg (9.1)

pues Fj incluye la entropia propia de cada configuracion de las vacantes. Derivando (9.1) respecto a
n se tiene

oG OF,

N
% = 87 +p7)0 — ]{IBTh’l <TL>
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donde se ha utilizado la llamada aprozimacion de Stirling, que es In N! ~ N(In N — 1) cuando N > 1
y se ha supuesto que N > n. Esta tltima condicién permite ademés escribir que

oR, _ ok
on ~ On &

n=0

donde € es la energia de formacion de las vacantes. Para minimizar (9.1) debemos hacer cero la
derivada,

e+ pvg — kT In(N/n) =0 = n = Ne (etpvo)/ksT (9.2)

Supongamos que el hamiltoniano se puede escribir como una suma del hamiltoniano de equilibrio
vy un hamiltoniano arménico asociado a la existencia de fonones en el cristal. Por tanto,

F = Fequil + Ffonones(T)7

siendo Ffonones 1y energia libre de los fonones. Esta energia es normalmente mucho mas pequefia que

Ueail de manera que en primera aproximacion

8Uequil
0= < on )n:O

que es la energia requerida para extraer un ién del cristal (nétese que no depende de la temperatura).
Como se espera que este valor sea aproximadamente del orden de la energia de cohesién por particula
(~eV), se puede despreciar la contribucion pvg en la exponencial en (9.2), si estamos a presion
atmosférica.

En resumen,

n = Ne~c0/ksT

y sigg~1eV, T = 1000 K entonces n/N ~ 107>, que es una cantidad pequefia pero no nula.'

e S5i hay mas de un tipo de vacantes, podemos calcular la densidad n; de defectos minimizando la
energia para cada n;, si suponemos que son independientes. Si estamos en un cristal i6nico, hay que
exigir la neutralidad de carga
> njaj =0,
J

donde gjes la carga de cada tipo de vacante. Por consiguiente (método de los multiplicadores de
Lagrange) hay que minimizar

G—I-/\anqj

J

y el resultado es

n; = Ne (€t26)/ksT con €; = (8 > .
J J on;
J n;=0

En general, las energias €;van a estar muy separadas (en unidades de kg7 ) unas de otras, pues seran
del orden de eV.

Por consiguiente, solo habra practicamente dos tipos de defectos:

1 .. . . E9A ‘ . PA <
Si incluyéramos la contribucién de los fonones, saldria un valor de n mayor, pues la energia de formacién de las vacantes seria
menor.
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- aquellos defectos (positivos y negativos) cuya energia de creacion sea la menor de todos los tipos
de defectos,

ny = N_~_€7(€++)‘e)/kBT

n_ — Nfe_(a’_)‘e)/kBT (Qj _ —6)

- y los demaés defectos apenas apareceran, pues tendrdn valores n; < ny y n; < n_.

La neutralidad de carga obliga a que se cumpla que n_ = ncon gran aproximacién. Por lo tanto,
se puede eliminar A para obtener

ny =n_ = \/N+N_ef(5++5—)/2kBT.

9.4. CONDUCTIVIDAD IONICA

Los cristales i6nicos deberian ser aislantes por excelencia, pues la excitacién térmica de los
electrones a la BC es practicamente nula. Sin embargo, presentan una conductividad eléctrica distinta
de cero, no debida al movimiento de los electrones, sino al de los iones a través de la red cristalina.
Eso se ha comprobado experimentalmente, comparando el transporte de carga realizado entre los
electrodos con la masa depositada en los electrodos que se ponen en contacto con el cristal.

La resistividad de los cristales i6nicos depende
grandemente de la temperatura y de la pureza de la
muestra. En los haluros alcalinos varfa de 102 a 10% Q-cm - 4 -] - -
(conviene recordar que los metales tienen resistividades del el
orden de u2-cm). Es claro que las vacantes hacen aumentar Y
la conductividad, ya que la energia para mover una vacante
a través del cristal (véase la figura) es mucho menor que
para mover un io6n en la estructura cristalina perfecta. FIGURA Movimiento vacante

Los resultados experimentales se pueden expresar en
funcion de los nidmeros de transporte de cada tipo de i6n, definidos como la fraccion de corriente
conducida por los iones positivos o negativos,

04
ty = ———
oy t+o_

y, por tanto, t4 +t_ =1.

Se ha encontrado que la conducividad en los haluros alcalinos es debida mayormente a los iones
positivos, aunque esto depende de la temperatura. Por ejemplo, en el KCI se tiene que ¢4 (525°C) =
0,75+£0,1 , t+(700°C) = 0,55+ 0,1 , que tiene que ver con el valor de los radios i6nicos, r(Cl™) = 1,62
Ay r(Kt)=1,54 A.

En los haluros de la plata, t; ~ 1 para temperaturas del orden de T ~ 300 K y superiores (en este
caso, r(Agt) = 1,13 A.

Veamos un ejemplo de los resultados experimentales de condctividad i6nica. En tres muestras de
BrAg (una muy pura y dos con impureza sde CdBry) se obtienen los resultados de la figura.
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FIGURA conductividad iénica BrAg

Los resultados de las tres muestras coinciden a T elevadas y la conductividad aumenta
exponencialmente cerca del punto de fusion (435° C). Por encima de esta temperatura, se vuelve
un liquido iénico conductor, con o = 3 (Q —cm) ™1 .

La region de temperatura elevada se llama «intrinseca» ya que a temperaturas mas bajas hay una
clara dependencia con las impurezas (como se ve en la figura) y esa region se llama «extrinsecay.

En la region intrinseca la conductividad se puede escribir como
o = Ae F/ksT = Ino o 1/T,

donde A y F son constantes, que dependen del cristal i6nico en particular.
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TABLA Datos de A y E para conductividad i6énica

En la region extrinseca se obtiene una pendiente que apenas depende de la impureza que se
trate, siendo aproximadamente la mitad de la pendiente obtenida a altas temperaturas. El valor de o
si depende de la cantidad de impurezas (como se ve en la figura) y se ha observado que en el NaCl
con impurezas de Ca esta dependencia es proporcional a la concentraciéon de Ca. Por lo tanto, a baja
temperatura solo contribuye a la conductividad una pequefia fraccion de iones del cristal, de manera
que se debe mayormente a la presencia de las impurezas.

Como se ve en la tabla anterior, los haluros alcalinos tienen una conductividad menor que los de
la plata. Esto es debido a que en ellos predominan los defectos Schottky, mientras que en los de la
plata predominan los defectos de Frenkel.

Otra manera de convencerse de que la conductividad es, en efecto, una caracteristica i6nica consiste
en efectuar medidas del efecto Hall. Los iones se mueven debido a las excitaciones (o fluctuaciones)
térmicas y no libremente, con lo que el efecto de un campo magnético es despreciable. Ademés, la
movilidad i6nica aumenta con la temperatura, mientras que la de los electrones disminuye.

9.5. COLOR DE LOS CRISTALES. CENTROS DE COLOR

Generalmente, aquellos cristales que a temperatura ambiente son aislantes eléctricos también son
transparentes a la luz. Un cristal de grosor de 1 cin suele aparecer claro a la vista, transparente. Para
que esto ocurra, no debe haber transiciones posibles (electronicas, vibracionales, o de cualquier otro
tipo) en el especto visible: de 7400 A (1.7 €V) a 3600 A (3.5 éV). En caso de que no sea asi, puede haber
absorciones de la luz y el cristal deja de ser transparente aunque, cuando no presenta una absorcién
acusada, el color del cristal es el de la luz transmitida a través del mismo.

Presentamos un breve resumen acerca del color de algunos cristales.
- los metales reflejan la luz, de manera que no la trasmiten y tienen brillo.

- el intervalo prohibido de energias del diamante (carbono puro) es de 5.4 €V y el diamante puro
es transparente; puede sin embargo colorearse mediante irradiacion, lo que produce defectos en la red
cristalina.

- el sulfuro de cadmio (CdS) tiene una brecha de energias de 2.42 €V y, por lo tanto, absorbe la
region azul del espectro.

- el silicio tiene una brecha de 1.14 eV, y todas las frecuencias visibles excitan electrones de la BV
a la BC, con lo que presenta brillo metalico (este brillo, sin embargo, no es debido a la presencia de
portadores libres, sino a la excitacion de los mismos de una banda a otra).
Pero si se fabrica una pelicula delgada de Si (de grosor menor que 0.01 ¢m) el color de la luz transmitida
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es el rojo: la razon es que la brecha directa es 2.5 eV pero la absorcion indirecta (1.14 eV) mediada
por un fonén no es muy intensa y color del cristal es el de la luz transmitida.

- el 6xido de aluminio A1203 (aliimina) puro no tiene color. Sin embargo, el rubi (0.5 % de Cr+3
sustitucional del Al+3) es rojo y el zafiro (con muy pocas impurezas de Ti+3) es azul.

- algunos compuestos con impurezas de elementos de transicidén presentan color, aunque las
brechas de energia de los materiales no estén en el espectro visible. Esto es debido a que muchos iones
de elementos de transicién tienen estados excitados en la region visible.

- algunos cristales pueden colorearse por irradiacién (nuclear, rayos X o 7 ) debido a que
se producen defectos que pueden hacer que electrones o huecos se localicen y aparezcan transiciones a
estados excitados en la region visible.

9.5.1. Centros de color

Los haluros alcalinos puros son transparentes en la region visible del espectro. Sin embargo, es
posible colorear sus cristales de diversas maneras:

a) introduccion de impurezas quimicas

b) introduccion de un exceso de metal alcalino, calentando el cristal en vapor de metal y enfriando
el cristal con rapidez posteriormente. Se observa que la densidad del cristal disminuye (que se puede
interpretar como que los 4tomos del metal se ionizan en el vapor y se difunden en el cristal, produciendo
vacantes idnicas para neutralizar la carga; el resultado neto es una disminucién de la densidad por esa
presencia de vacantes). Asi el NaCl se vuelve amarillo en presencia de vapor de Na y el KClI se vuelve
de color magenta.

c¢) por bombardeo de electrones, rayos X, rayos

d) por electrolisis

Ya hemos indicado que la neutralidad de carga requiere que la apariciéon de vacantes se equilibre
con iones intersticiales del mismo constituyente que la vacante (caso Frenkel) o con vacantes del otro
constituyente (caso Schottky).

Sin embargo, existe otro procedimiento para ello: la carga perdida por la vacante de i6n negativo
se neutraliza con un electron (o varios) localizado(s) en las cercanias de la vacante. Puede considerarse
que el electron (o los electrones, simplificamos hablando de un electrén) esta ligado por un potencial
efectivo positivo y que tiene un espectro discreto de energias (vease la discusion acerca de los estados
localizados en el Tema sobre el teorema de Bloch). Existe, por tanto, la posibilidad de transicion entre
estos niveles: esas transiciones producirian lineas de absorcién 6ptica similares a las de los atomos
aislados y apareceran picos destacados en el espectro de absorcién. En general, estas absorciones no
estédn en el espectro visible; en los haluros alcalinos suelen estar en el ultravioleta.

e Se llaman centros de color o centros F (del aleméan farben, color) a los defectos de la red que
absorben luz en el espectro 6ptico (que es mas general que el visible, pues la luz visible es la parte
visible del espectro 6ptico). Como ya se ha comentado, pueden estar asociados a electrones ligados a
estos defectos.

La resonancia de espin electrénico ha permitido identificar un centro F como un electrén ligado
a una vacante de un i6n negativo. Esto se ve apoyado también por un a serie de caracterisiticas
exerimentales:

1. La absorcion 6ptica...
2. El anélisis quimico...

3. Los cristales coloreados son menos densos...
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e Hay que notar dos cosas respecto a los centros F:

a) el electron ligado se mueve en un campo de simetria cibica y, dado que las energias de ligadura

son del orden de 2-3 €V, el electron estd cerca de la vacante (no es, pues, el campo de los niveles de
impureza de los SC).

b) la absorcion producida por el centro F no es tan precisa como la de un atomo aislado (es,
més bien, una banda de absorcion): esto es debido a que la anchura de la linea de absorcion en
inversamente proporcional al tiempo de vida del estado excitado; mientras que los 4tomos aislados
solo pueden excitarse radiativamente, el electréon excitado del centro F interacciona fuertemente con
el resto del s6lido y puede perder energia, p. e., mediante emisiéon de fonones.

e FExisten otros centros de color en haluros alcalinos, con propiedades espectroscopicas distintas, y
muy interesantes.

Por ejemplo, un centro F 4 consiste en un centro F en el que uno de los seis iones positivos que
rodean la vacante se ha cambiado por otro i6n alcalino (en el KCL, se cambia un K, p. e., por un
Na™). Dos centros F adyacentes constituyen un centro M. Si se producen tres centros F adyacentes
(en el plano [111] de la estructura del NaCl, p. e.) reciben el nombre de centro R.

La distincién entre los distintos centros se hace en base a sus distintas propiedades 6pticas.
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FIGURA Bandas F de haluros alcalinos

170



cariTULO 10

CARATERISTICAS FUNDAMENTALES DE LOS MATERIALES
SEMICONDUCTORES Y MAGNETICOS

10.1. INTRODUCCION
10.2. SEMICONDUCTORES

Sabemos que, dentro de la aproximaciéon de electrones independientes, los aislantes se pueden
caracterizar por un intervalo de energias prohibidas o «gap», cuya magnitud es E,, definida como la
energia que separa el borde superior de las bandas llenas y el borde inferior de las bandas vacias (se
sobreentiendo que a T' = 0 K. Por lo tanto, si las condiciones son tales que el modelo semiclasico que
hemos estudiado para tratar la dindmica de los electrones es valido, un soélido aislante no conduce a
dicha temperatura.

Ahora bien, si T' # 0 hay una cierta probabilidad de que algunos electrones sean excitados
térmicamente a través del «gap» y salten desde las bandas de valencia a las de conduccidon, de forma
que se pueda producir conduccion eléctrica (por electrones en la BC y por huecos en la BV).

Veremos més adelante que la fraccion de electrones que se excitan a través del «gap» a temperatura
T es del orden del factor de Boltzmann E~F¢/2k5t  de forma que a temperatura ambiente JkpT ~
0,025¢V = 1/40eV) tendremos una probabilidad de e ™30 ~ 1073% si E;, =4 eV, y de e™® ~ 1072 si
E, = 0,25 eV. Es evidente que en el segundo de los casos se observara conductividad.

Los solidos cuyos «gaps» de energia son suficientemente pequenos para que conduzcan a
temperaturas inferiores a la del punto de fusién se llaman semiconductores. Podemos decir que
los semiconductores méas importantes son los que tienen F, < 2 eV y su resistividad tipica varian
desde el orden de 1073 Q-cm hasta 10 Q-cm (en los metales, p ~ 107% Q-cm y en aislantes, p ~ 10?2
Q-cm).

Concentracién de portadores en diversos materiales (electrones/cm?)

Metales Cu: 9x10%22 | Na: 5x 1022 | K: 2 x 10%2 ~ 10%2 — 10?3
Semimetales As: 4 x 1020 | Sh: 8 x 10Y | Grafito: 5 x 1018 | Bi: 5 x 1017 | ~ 107 — 102!
/]\
semiconductores

con impurezas

Semiconductores | InSb: 2 x | Ge (puro): | Si (puro): 10*°
(Tamp =~ 300 K) | 1016 6 x 1013

Como el niimero de electrones excitados varia exponencialmente como e~ /7, la conductividad
eléctrica de un semiconductor aumentara rapidamente con T, en contraste con la de los metales, para
los que el ntimero de portadores es constante y su conductividad (o = ne?r/m) depende solamente
del tiempo de relajacion 7, que disminuye con la temperatura debido a las colisiones electrén — fonon.
En un semiconductor 7 también disminuye con 7', pero el nimero de portadores aumenta mucho mas
rapidamente y compensa sobradamente aquella disminucion.

Un problema que surge al estudiar los semiconductores es la influencia de las impurezas de la
muestra en sus propiedades fisicas. Por ejemplo, la resistividad del Ge a una temperatura fija puede
variar en 10'2 si cambiamos al concentracion de impurezas en un factor de 103. se sabe también que
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la resistividad del Ge deja de depender de la concentracién de impurezas cuando la temperatura es
muy alta. Esta resistividad se llama resistivida intrinseca ya que es la de una muestra perfectamente
pura. En los otros casos se llama conductividad extrinseca.

En general, un semiconductor es intrinseco si sus propiedades electrénicas estdn dominadas por
los electrones excitados térmicamente desde la BV a la BC, mientras que se llama extrinseco si estan
dominadas por los electrones que cambian su energia debido a la presencia de impurezas (esto es, que
las impurezas ceden electrones a la banda de conduccion o captan electrones de la banda de valencia).

10.2.1. Ejemplos de semiconductores

Los semiconductores son en general aislantes covalentes, con una distribucién electrénica espacial
que de entre los aislantes es la méas parecida a la de un metal.

a) Elementos semiconductores
— columna IV del sistema periddico (Si, Ge), con estructuras del diamante.

— P (fosforo rojo), B (boro), Se (selenio) y Te, que tienen estructuras complicadas pero con enlace
covalente.

b) Compuestos semiconductores

— Semiconductores ITI-VI (areseniuro de galio, GaAs, por ejemplo), con estructura de la zinc-blenda.
El enlace es predominantemente covalente.

— Semiconductores II-VI: se suelen llamar semiconductores polares debido a que tienen un enlace
muy idnico, con estructuras de la zinc-blenda o del NaCl.

— otros muchos semiconductores complicados

10.2.2. «Gaps» de energia

Los «gaps» de energia de los semiconductores dependen de la temperatura de la muestra. Esto es
debido principalmente a dos razones:

a) La expansion térmica hace que el potencial peridédico que sufren los electrones varie con la
temperatura, de manera que también lo hacen las bandas y el «gap» de energfas.

b) El efecto de las vibraciones de la red sobre la estructura de bandas de energia (interaccion
electron—fonén) puede variar con la temperatura, reflejando la dependencia de la distribucion de
fonones con la misma.

Estos dos efectos son comparables y dan lugar a un «gap» lineal en T para temperaturas altas
(Tamp) y cuadratica en T' cuando la temperatura tiende a cero.

FIGURA Variacion del «gap» con la temperatura
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e ;Como se mide el «gap» de energias

1.- Una de las maneras de medirlo es utilizando las propiedades 6pticas del cristal. Cabe

esperar que haya un fuerte incremento en la absorcién de la radiacién incidente en el momento en que
hw > E,.

Esto nos da el «gaps» Jptico, que es la diferencia minima de energia entre las bandas para
transiciones entre estados caracterizados por un mismo punto del espacio k,' cuando k barre toda la
primera zona de Brillouin. Estas transiciones se llaman directas. Fn este caso, la absorcion aumenta
desde cero de manera abrupta cuando se hace hw > Ej.

Pero si el maximo y minimo de las bandas estan en puntos distintos de k, para conservar el momento
cristalino interviene un fonon y la transicion se llama indirecta. Dado que la energia del fonén serd
menor que wp ~ 1072 eV, ha de influir poco en la determinaciéon del valor de E,. Para este caso,
la absorciéon aumenta desde el momento en que hiw > hwy + hwy(q) ~ E,, para subir abruptamente
cuando hw > Fyery > Ej.
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FIGURA Medidas del «gap»

2.- Otra manera de medir F, es mediante los resultados experimentales de la conductividad
intrinseca del semiconductor segin se varfa la temperatura. FEsta dependencia es debida
principalmente a la variacion del nimero de portadores de carga, que va como exp —E;/(2kgT) (ya
que la dependencia del tiempo de relajacion con la temperatura, 7(7') es mucho mas suave, pues es
una potencia de T').

Al representar —In o frente a 1/(2kpt), la pendiente nos dard de manera aproximada el valor de E,,.
Nota: en realidad, obtendriamos Ey, no E4(0).

10.2.3. Estructura de bandas de semiconductores

Sabemos que las propiedades electronicas de los semiconductores estan determinadas por el
pequeno nimero (en comparaciéon con los metales) de electrones excitados en la BC, y de huecos
correspondientes en la BV.

Por eso, los electrones van a tener una energia muy préxima al minimo de la BV, y los huecos muy
proxima al maximo de la BC.

1 .
Recuerde que el momento del foton es mucho menor que el de los electrones o fonones.
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Por consiguiente, podemos afirmar que las bandas de electrones y de huecos (en la parte de ellas
que nos interesa) pueden aproximarse cuadraticamente,

e(k) =¢e.+ }:;2%; k,, <Me_1>;wky

2
(k) = £ — % Sk, <M,‘Ll>wkl,
02

donde €. es el valor del minimo de la BC, y ¢, el valor de la energia en el maximo de la BV. Aqui
los subindices e y h se refieren a electrones y huecos, respectivamente. Notese que en cada una de las
formulas anteriores hemos puesto el origen del espacio k en el minimo y en el maximo de la BC y de
la BC. Como es 16gico, si hay més de un maximo o minimo en las cercanias de estas energias, hay que
incluir términos como los anteriores que correspondan a cada maximo o minimo.

El tensor M es real y simétrico, y se puede encontrar un conjunto de ejes principales ortogonales
(que no son los mismos para electrones y huecos) de manera que las energias tiene la forma diagonal

n? [ k2 k2 k2
ek)=ec+ | = +-2+ -2

2 \m{ m§ m§

(K kK > |

ek)=eco— | —F+—F+—F
(k) ! 2<m§b mh - mh

Por lo tanto, las superficies de energia constante (cercana a los maximos y minimos) tienen forma
elipsoidal. La forma y la posiciéon de los elipsoides en el espacio k se especifican mediante los ejes
ortogonales y las masas efectivas my, mo y ma.

e a) Silicio

La estructura de bandas del silicio es aproximadamente la de la figura.

A S
I =y = FIGURA Si: elipsoides de electrones

bt i B

FIGURA Bandas del Si

- Las bandas de valencia se encuentran degeneradas en el punto I' (k = 0) y dan lugar a los huecos
«pesadosy y «ligeros» (con m = 0,49m, y m = 0,16m.).

La tercera banda, separada por la interaccién espin-6rbita, también da lugar a portadores a
temperatura ambiente (ya que kgTamp =~ 0,025 eV).

Las bandas tienen simetria esférica y por tanto las masas efectivas son escalares.
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— Las bandas de conduccién tienen seis minimos en las seis direcciones (100) del espacio reciproco,
cerca del borde de la zona (direccion I'-X en la figura). Por simetria, esto da lugar a seis elipsoides de
revolucion alrededor de cada eje coordenado del espacio reciproco.

La masa efectiva longitudinal (a lo largo del eje) es my ~ m. y la transversal es mp =~ 0,2m,..

¢ b) Germanio

En este caso, los minimos de la banda de conduccién estan en las direcciones (111) del espacio
reciproco, de manera que hay cuatro minimos justo en los bordes de la zona (claro esta que los otros
cuatro estados situados en las caras opuestas de la PZB son fisicamente los mismos que estos de los
que hablamos). Las superficies equienergéticas son elipsoides de revolucion alrededor de las direcciones
(111), con masas efectivas my ~ 1,6m. y mp ~ 0,08m,.

En la banda de valencia hay dos bandas degeneradas en k = 0, que se pueden ajustar con dos
masas efectivas de 0,28m. y 0,044m., respectivamente. En este caso, el desdoblamiento espin-orbita
es de 0,3 V.

.I.E,."-i'f‘:' =
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FIGURA Bandas del Ge FIGURA Detalle de las bandas del Ge

10.2.4. Resonancia ciclotronica

;,Como se miden las masas efectivas de las que estamos hablando?

Consideremos un electrén cercano al maximo o minimo de las bandas, de manera que la energia
sea cuadratica en k. En este limite, la aproximacion de la masa efectiva es valida, y

Mv =p = hk

con lo que la ecuacidon de movimiento de un electrén bajo la acciéon de un campo magnético uniforme
B, sin tener en cuenta las colisiones,
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queda convertida en
v

M %y xB
C

Si tomamos B = B, la ecuacién anterior tiene una solucion del tipo
—iwct)

v = Re(voe

siendo w. = eB/(m}c).

Esta m} se llama masa efectiva ciclotronica y viene dada por la expresion

i [det M
¢ MZZ

y en el sistema de coordenadas en el que M es diagonal,

* mimams
Me =4 /2 2 2
uimy + ugmsg + uzms

donde u; son las componentes de u, a lo largo de los ejes principales de M.

Tenemos, pues, que para un elipsoide determinado, la frecuencia ciclotréonica w. solo depende de
la orientacién relativa del campo magnético B respecto al elipsoide, ya que no depende del vector de
onda ni de la energia del electron.

Por consiguiente, dadas las orientaciones del cristal y del campo magnético (fijadas, pues, las
direcciones de B y la orientacion del elipsoide) los electrones de conduccion de un determinado elipsoide
tendran una frecuencia igual para todos ellos, que vendra determinada por el tensor M del elipsoide.

Como consecuencia, hay un nimero pequeiio de frecuencias ciclotronicas distintas, cada una de
ellas correspondiente a la ecuacion w. = eB/(m}c) para las distintas m asociadas a los elipsoides
donde hay portadores de carga.

Si vamos variando la orientaciéon de B va cambiando el valor de m} y de ahi podemos extraer
informacién acerca de los valores m;.

El experimento de resonancia ciclotrénica consiste en enviar un campor eléctrico E de
la region de las radiofrecuencias® que sea perpendicular al campo magnético estatico B que
produce el movimiento de los electrones. Cuando la frecuencia del campo eléctrico es igual
a la w. = eB/(m}c) hay una absorcion de resonancia.

Comentar algo acerca de las trayectorias en el espacio real?

Para una orientacion fija del cristal y del campo magnético los electrones y huecos giran
a una frecuencia que esta fijada solamente por el tesnor de masa efectiva del elipsoide.

Si tenemos fija la direccion del campo eléctrico, la abosrcién variard con la intensidad del
campo B, como se muestra en los resultados experimentales.

:5-;'__| [ =M™

2T TOLEE, )

[

Esto se consigue mediante un campo electromagnético en esa region de frecuencias.
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Para que la resonancia ciclotronica sea observable, la frecuencia w. = eB/(m}c) ha de ser mayor
que (o al menos comparable) a la frecuencia de colision de los electrones, lo que significa un periodo
ciclotrénico menor que el tiempo de relajacién de los electrones, esto es, w.m > 1.

Por tanto, hay que trabajar con muestras muy puras y a muy bajas temperaturas. Esto hace
que sea muy pequefio el nimero de portadores (baja conductividad) y que, en consecuencia, no haya
apenas efecto pelicular, permitiendo la penetracion del campo electromagnético de radiofrecuencia y
la aparicién de las resonancias.

Para poder hacer las medidas, sin embargo, hay que generar portadores (por ejemplo, mediante
fotoexcitacion) para que haya un nimero suficiente para que la resonancia sea medible.

10.3. IMPUREZAS EN SEMICONDUCTORES COVALENTES. NIVELES DE
IMPUREZA

Algunos tipos de impurezas o imperfecciones de la red afectan mucho a las propiedades eléctricas de
un semiconductor. Asi, aniadiendo boro a silicio en una parte en 100.000 se incrementa la conductividad
del cristal puro, a temperatura ambiente, en un factor 103.

En un material puro, el nimero de electrones y de huecos es igual, el material es intrinseco.® Los
cristales con concentraciones muy pequenas de impurezas, que se han podido obtener en el laboratorio,
tienen del orden de 10'° em™3 impurezas. Esto da lugar a que en los cristales aparezcan portadores
de carga a temperaturas bajas® y que su ntimero crezca rapidamente.

Por otra parte, la densidad de portadores intrinseca a temperatura ambiente (T, ~ 300 K) es
~n;=06x10" cm™3 en el Ge
~n; =7x10° cm™> en el Si
por lo que no cabe esperar obtener Si intrinseco a Ty, aunque si se ha obtenido Ge intrinseco a esa
temperatura.

Vamos a estudiar especialmente las impurezas de semiconductores covalentes, como Si y Ge. Como
tienen la estructura del diamante, cada atomo estd rodeado de otros cuatro, situados en disposicién
tetraédrica.

Las impurezas trivalentes (B, Al, Ga, In, Tl) y las pentavalentes (P, As, Sb, Bi) sustituyen a
los 4&tomos normales, y no se sitian en posiciones intersticiales, segiin se ha podido saber mediante
mediadas de la constante de la red de los semiconductores con impurezas.

Aquellas impurezas que contribuyen a aumentar la densidad de electrones en la banda de
conduccion se llaman donadoras® (los &tomos tienen un electréon mas que los 4tomos del semiconductor
huésped) y las que aumentan la densidad de huecos en la BV se llaman aceptadoras® (los &tomos tienen
un electron menos que los 4tomos del semiconductor huésped).

Estos nombres se explican porque unas impurezas «ceden» electrones al cristal y otras crean niveles
que «aceptan» electrones de la BV, creando por consiguiente huecos en la BV.

e Vamos a discutir el problema de un semiconductor contaminado con impurezas donadoras(adtomos de
As en Ge, por ejemplo). Si nos fijamos en una de esas impurezas, en primera aproximacion, podemos
pensar que el dtomo de As se sitiia en una de las posiciones del Ge y utiliza cuatro de sus cinco
electrones para formar los cuatro enlaces covalentes de la estructura del diamante.

Queda, pues, una carga positiva en el lugar en el que se ha situado la impureza, y un electrén adicional.

3 Yloes independientemente de la temperatura, pues como ya se ha comentado se sabe que si 7' aumenta suficientemente se
llega siempre a un comportamiento intrinseco.

4 Se vera mas adelante que la energia de inonizacion de esas impurezas es del orden de 0,01 eV.

5 A veces reciben el nombre de impurezas donoras.

6 También se les llama impurezas aceptoras.
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Se sabe que la energia de ionizacion del As es de 9,81 €V. Y, por otra parte, en el cristal de Ge con
impurezas de As se ha medido una energia de ionizacién del orden de 0,01 eV. ;Cuél es la situacion
fisica, entonces, del electréon sobrante que procede de la impureza?

Desde el punto de vista de la localizacién, hay dos posibilidades:

a) Es un electron localizado alrededor de la carga positiva de la impureza. Su energia puede ser
cualquiera, sin restricciones.

b) Es un electron extendido a todo el cristal. Como la BV estd llena, y su energia ha de estar
necesariamente fuera de la brecha de energias (o «gap»), el electron debe tener una energia en la BC.
En este caso, ya que el cristal ha perdido la periodicidad perfecta, el electréon serd una combinacién
lineal de estados Bloch, pero ha de tener la menor energia posible. En consecuencia, el electrén esta
cerca del minimo de la BC y su dindmica se puede describir mediante una masa efectiva m*.

Por otra parte, se sabe que en un potencial central existe una relacién general entre la energia de
ligadura de un estado y el «radio» de la trayectoria del electréon en dicho estado.
Asi, en un potencial culombiano (de alcance infinito) se sabe que (r) es aproximadamente proporcional
a n? y que su energia es proporcional a —1/n? si el estado est4 ligado.
Por otro lado, en un potencial de alcance finito, como por ejemplo”

Uy

U(z) = _coshQ(:J:/ro)7

donde rg es el «alcance» del potencial, se tiene aproximadamente que F o« —1/ 7“8.

Como estamos en una estructura tipo diamante, el potencial que sufre el electrén sobrante ha de
tener aproximadamente una cierta simetria esférica. Por ello, podemos utilizar lo que acabamos de
comentar acerca de las energias de ligadura y los radios de los estados ligados en potenciales centrales,
y argumentar que la energia de ionizacion citada antes puede estar relacionada con un estado ligado
cuya trayectoria tiene un radio muy grande.

Por tanto, cabe esperar que este estado «vea» la carga positiva de la impureza como una carga
apantallada por la constante dieléctrica macroscépica del semiconductor.® Vamos, pues, a considerar
que el electron sobrante de la impureza como una particula de masa m* que sufre un potencial +e/er.
Este es un problema idéntico al del atomo de hidrégeno, cambiando m por m* y —e? por —e?/e. La
energia de ligadura respecto a los estados del continuo (también llamados estados de dispersion; en
este caso son los estados del fondo de la BC, que representan los estados no ligados) es

*1
szm——2><13,6eV rozm
m €

m*e ao,

que nos da una energia de ligadura del orden de 0,001 eV y un radio r¢ del orden de 50 a 100 A.

Como para el caso de un gap estrecho tendremos una constante dieléctrica grande, entonces en
general esta energia de ligadura es siempre pequena comparada con L.

e Estos argumentos se aplican en igual medida al caso de impurezas aceptadoras, que dan lugar a
niveles electronicos €, de energia ligeramente superior a la energia maxima de la banda de valencia
(ev) y siempre pequeila comparada con F,.

En la figura se han representado los dos casos: impurezas donadoras (con nivel de impureza ¢4) e
impurezas aceptadoras (con nivel de impureza &,)

7 Landau y Lifshitz, §23, ejemplo 5. Para este potencial, U(0) = Ug y U(2rg) =

8 Para el germanio, ege = 15,8, para el silicio, eg; = 11,7.
La magnitud de la constante dieléctrica mide de alguna manera la deformacién de las funciones de onda electrénicas frente a a un
campo externo débil. En un metal, € es muy grande ya que los electrones pueden moverse libremente, y apantallan en distancias
pequenas. Si se utiliza una teoria de perturbaciones para la descripcion de los cambios inducidos por ese campo externo, sabemos
que en la expresion para las funciones de onda perturbadas aparecen las diferencias de energias AE entre los distintos estados del
sistema. En consecuencia, para un gap pequeno se ha de obtener una € grande. Y esto es lo que, de alguna manera, se tiene para
el Siy el Ge (en el Ge el gap es menor que en el Si, y su € es mayor).

7
WUO'
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Nota importante: Estos estados localizados o niveles de impureza no son iguales desde el punto
de vista de los electrones.

El nivel E; es un nivel en el que puede haber solamente un electrén, porque si hubiera dos la
interacciéon culombiana entre ellos haria cambiar la energia del nivel, con el resultado de que no puede
haber un estado localizado con ocupacion doble.

En el nivel de huecos pasa lo mismo: en este caso, pues, solamente puede haber un tnico hueco (y,
por tanto, un electréon) o ninguno por haberse ionizado el hueco a la banda de huecos (lo que nos dice
que habria dos electrones en el nivel &,.

e Las medidas experimentales de ionizaciéon de estos niveles de impureza, obtenidas mediante
experimentos de absorcién infrarroja y de conductividad a baja temperatura son las que se exponen
en la tabla.

(eV) || Ey B Al Ga In TI P As Sb Bi

Si 1.1 || 0.046 | 0.057 | 0.065 0.16 | 0.26 | 0.044 | 0.049 | 0.039 | 0.069

Ga | 0.67 || 0.0104 | 0.0102 | 0.0108 | 0.0112 | 0.01 | 0.012 | 0.0127 | 0.0096 -

Grupo 111 Grupo IV

Como se ve, para cada semiconductor la energia de ionizacién es muy parecida, a pesar de ser
impurezas diferentes (tanto en el caso de electrones como de huecos). Por otra parte, la energia de
ionizacién de los niveles localizados que introducen estas impurezas es comparable a kg7 a temperatura
ambiente. Esto significa que la ionizacion térmica es fundamental para explicar el tipo de conductividad
eléctrica que presentan el Siy el Ge. Si, por ejemplo, la concentracién de los donadores es mucho mayor
que la de los aceptadores, la ionizacion térmica hard que haya mas electrones en la BC que huecos en
la BV, por lo que los portadores mayoritarios son negativos y el material recibe el nombre de material
de tipo n. En caso contrario, los portadores mayoritarios son de carga positiva, y el material es de tipo
p (véase mas adelante).

La verificaciéon de la carga de los portadores se hace mediante medidas del coeficiente de Hall y de
propiedades termoeléctricas de los semiconductores contaminados por impurezas.
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10.4. NUMERO DE PORTADORES EN EQUILIBRIO TERMICO

Los ntmeros que controlan el comportamiento de la conductividad de un semiconductor a

temperatura T son:

1.- el namero de electrones por unidad de volumen en la BC, n (7).

2.- el namero de huecos por unidad de volumen en la BV, p,(T).

y, como se verd més adelante, estos ntimeros dependen de una manera critica de la existencia de
impureza en el semiconductor.

Se sabe que la presencia de impureza sen el semiconductor hace aparecer niveles de energia en la
brecha de energia, asociados a estados localizados (o de impureza), y que estos niveles no alteran de
forma apreciable la forma de las bandas ni, por tanto, las densidades de estados en ellas.

Sin embargo, ya que estos niveles localizados pueden ionizarse con relativa facilidad para dar lugar
a portadores de carga en las bandas, si que influyen en el potencial quimico u(7") (a veces llamado
nivel de Fermi)? que esta definido por la estadistica de Fermi-Dirac.'®

Por tanto, esa densidad de portadores (electrones o huecos por unidad de volumen) se puede
calcular mediante las ecuaciones:

0 1
ne(T) = / e Doe) sy it (10.1)

Eo 1 €v 1
po(T) = /_ _deDufe) - WD) AT J = /_ D) T 1 1

donde se ha supuesto que tnicamente hay una BV y una BC."

Para determinar el valor del potencial quimico p debemos conocer algin detalle acerca de los
niveles de impureza que existan en el cristal. Para simplificar las ecuaciones (10.1) y (10.2) podemos

(10.2)

9 . P . . . ~ . . .
El potencial quimico es la energia libre necesaria para la anadir una nueva particula en el sistema

10 , . . ., , . L. L , ., .
Para mas detalles sobre esa distribucién, consiltese la asignatura de Mecdnica Estadistica. Véanse también los contenidos de

la asignatura Temodindmica I1.
11 . o . . . .
Como las exponenciales decrecen muy rapidamente, esto no tiene una importancia excesiva.
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suponer que se verifican las condiciones

ge — (T) > kT w(T) — ey, > kpT (10.3)

Estas condiciones indican que el potencial quimico est4 muy alejando, en unidades de kg7, de las
bandas de energia.

Como p(T) es la energia libre necesaria para la apariciéon de una nueva particula en el
sistema y en un semiconductor puro en el limite 77 — 0 se crean dos «particulas» (el electron y el
hueco) si se aflade una energia [, al sistema, cabe esperar que en general sea y ~ %Eg. Y, en efecto,
como se verd méas adelante, se cumple que p(7") = %Eg para T — 0 si se verifican las condiciones

(10.3), lo que concuerda con esta estimacion de p(7') que hemos hecho..

Por lo tanto, si E; £ 0,1 €V y kpTamp > 0,025 €V, parece claro que hay un rango de valores de
wu(T') para los que las condiciones (10.3) se satisfacen. En este caso, el semiconductor se dice que es
«no degenerado» (o que no existe degeneracion).*?

Si las ecuaciones (10.3) son ciertas se puede escribir

1
~ o (e—n)/kpT
e(E*H)/kBT_Fl ~ e B 3 >5c
L ~ ¢~ (u—e)/ksT €< &y

e(H—é)/kBT +1

que nos recupera la estadistica de Maxwell-Boltzman.'®> Nos quedan, pues, las densidades de portadores

ne(T)
Do (T) =

N(T)e~(e=#T))/ksT
P,

(T)e~ W(T)=e)/ksT (10.4)

donde las funciones

o 1
Nc(T) = /EC de ,Dc(g) 6(5_5c)/kBT +1
Ev 1

han de variar con la temperatura T' de una manera mucho mas suave que las exponenciales que estan
explicitas en las igualdades (10.4).

En efecto, dado que los integrando en (10.5) se anulan en cuanto que ¢ se aleja de €. 0 €, unas
cuantas unidades de kT, entonces podremos integrar (10.5) usando la aproximacion cuadrética a la
energia de los niveles de electrones y de huecos. Entonces, definiendo la masa efectiva

e,h e,h e,h

3 _
mc,v_ml mg Mg

se tiene la densidad de estados

Dew(e) = 1/2|e — €cnl

)

12 En caso contrario se dice que es «degenerados y la simplificacion para (10.1) y (10.2) que aqui vamos a proponer no se puede

hacer.

13 Ese es el motivo de que sean sistemas «no degenerados», pues la densidad de particulas es suficientemente baja como para
que sea aplicable la estadistica clasica. A pesar de ser fermiones, la baja densidad de portadores, n.(T) y p»(T"), hace que el sistema
sea no degenerados y se pueda aplicar la estadistica de MB.
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y el cambio de variables x = /e —&., nos convierte esas integrales en otras de la forma
2.2 3
ST atem de = /7 /(4a®). Asi,

1 /2m kT 3/2 me\ 3/2 T i
_ 4 c _ c 19 . -3
N.(T) = 1 <7r7'z2 ) 2,5 x (—) <300 > x 10™ cm

3/2

1/ 2mykpT3/2 mo\3/2( T _

P,(T) = 7(7> — 9, (7) L 1019 3
(1) =3 ("2 Ehol s 0K, JVTem

Este resultado, valido para un semiconductor no degenerado'* nos indica que las densidades de
portadores (tanto n. como p,) a Tamp que nos proporcionan las ecuaciones (10.4) han de ser como
maximo del orden de 10'® 0 10!? cm™3.

El producto de ambas densidades de portadores resulta ser entonces

ne(T) po(T) = N, P, elee0)/ksT o 3 o=Eo/kpT (10.6)

que es una ecuacién general para un semiconductor no degenerado, pues para llegar a ella solamente
hemos utilizado el hecho de que el SC sea no degenerado y que se cumpla que la densidad de estados
D(e) sea proporcional a /e. Esta ecuacion se suele llamar «ley de acciéon de masasy»'® y nos dice que
para una temperatura determinada es suficiente conocer el ntiimero de electrones para conocer el de
huecos, y viceversa.

Aqui es donde resulta ser decisiva la presencia de las impurezas, pues sabemos que se pueden
ionizar con facilidad, donando al semiconductor determinado tipo de portadores. Vamos a distinguir,
pues, dos casos limite.

a) Caso intrinseco

Si las impurezas contribuyen de una manera despreciable a la densidad de portadores (el material
es muy puro o nos interesamos en las altas temperaturas) estamos en el caso de un semiconductor
intrinseco.

En este caso, el niimero de electrones en la BC es igual al niimero de huecos en la BV, de forma
que
ni(T) = ne(T) = pu(T)

y llegamos a

1 [/ 2kpT\%/?
nZ(T> - Z <7TﬁBQ> (mcmv)s/éleiEg/%BT X T3/267E9/2kBT
_ me\3/4my N34 T \3/2 g o s
_2’5X<m) (m) (300K) € x 107 em

ni(T) = /Ne(T)Py(T) ¢ Fa/?ksT

Igualando esta expresion a p,(T) o a n.(T) en (10.4) podemos obtener el potencial quimico u(7")
para el caso intrinseco.

1 1
wi(T) = ey + §Eg + ikBTln(Pv/Nc)

1 3
=&y + §Eg + Zk‘BTln(mv/mc)

' Ya que hemos aplicado las condiciones (10.3).

15 - A . . . - R
La ecuacion (estado cuéantico del semiconductor «— electrones + huecos) seria equivalente a una ecuacion de equilibrio
quimico.
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de forma que para temperaturas muy bajas se tiene que
1
;LZ(T) =&y + §Eg

y el potencial quimico se sitia en el medio de la brecha de energias.
Si T # 0, entonces
1
wi(T) ~ ey + iEg + skpT,

siendo s un nimero pequeno (el potencial quimico esta cercano al centro de la brecha de energias).

Como resumen, si se cumple que E; > kgT en el caso intrinseco el semiconductor es no degenerado
y se verifican las condiciones (10.3).

a) Caso extrinseco

En este caso, como es evidente, las impurezas si influyen en el ntumero de portadores que hay en el
semiconductor. Si el semiconductor es no degenerado, se sigue verificando la ley de accion de masas,
de manera que si definimos

ne—puy=An#0

y se tendra que
2
Ne P =Ny

si todas las densidades de portadores se evalian a la misma temperatura T. De estas dos ecuaciones

obtenemos
Ne = %\ [(An)? + 4n? + %(An) (10.7)
1 1
po= 5 [(An)? + 4n? — 5 (4n) (10.8)

En el caso intrinseco, las ecuaciones (10.4) quedan reducidas a
e—ce/kpT _ ™M —pui(T)/kpT
C
(donde p; es el potencial quimico en el caso intrinseco) y podemos reescribir las ecuaciones (10.4)

como

Ne—ce/knT ou(T)/knT _ %nie—ui(T)/kBTe.U(T)/kBT e (D)= (D)) [T (10.9)

c

Ne =

Py = n;e~ (M(T)_lti(T))/kBT (1010)
Estas ecuaciones nos dicen que si el potencial quimico extrinseco es mayor que el intrinseco (p > p;)
se cumple que n. > n; (esto es, que hay mas electrones que huecos en el caso intrinseco), mientras
que si p < p; se tiene que hay mas huecos que electrones en el caso intrinseco, p, > n;. Este resultado
refleja el comportamiento general de p segin el tipo de impurezas.

De (10.9) y (10.10) se obtiene directamente que

An(T) (1) = (T
= 2sinh <M>

Esta ecuacién, como ya se ha comentado, es valida para semiconductores no degenerados, por lo que
el valor de An/n; ha de ser tal que p — p; no sea comparable a E.

Para ser mas cuantitativos, escribamos

An(T)
ni(T)

= 10" w(T) — pi(T) =m kpT.
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vy podemos hacer la tabla de valores

Como conclusion, segiin sea el valor de Ej, asi serd el maximo valor que puede tomar An para
que el semiconductor sea no degenerado. En todo caso, vemos que los valores de m siguen siendo
suficientemente pequenos segiin aumentan potencialmente los de An(T)/n;(T).

Si estamos considerando el caso de un semiconductor extrinseco, pero no altamente extrinseco,
podemos decir que el semiconductor sigue siendo no degenerado si se cumple que E, > kgT, de igual
manera que para el caso intrinseco.'®

Pero si se tiene que An > n; (impurezas donadoras) y que E, > kT, aunque dentro del los limites
de los que estamos hablando,

ne >~ An > n;
n; )2
~ An < n;.
Pv (An !

Por consiguiente, cuando las impurezas donadoras son las que aportan el mayor nimero de portadores
(caso extrinseco) los electrones se convierten en los portadores mayoritarios, de modo que el
semiconductor se llama de ¢ipo n (mayoritarios los electrones).

Si las impurezas son aceptadoras y aportan el mayor ntiimero de portadores al semiconductor (caso
extrinseco), son los huecos los portadores mayoritarios y el semiconductor recibe el nombre de tipo p
(mayoritarios los huecos).

Como nota final, podemos comentar que si Ep es la energia del nivel de impureza de un donador y
E 4 esla de un aceptador, la variacion del nivel de Fermi p con la temperatura puede verse en la figura
(notese que, como ya se ha comentado, mayor T significa estar mas dentro de la region intrinseca)
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16 por ejemplo, si tenemos los valores de g =1 eV, kpT ~ ﬁ eV, entonces An ~ 103n;.
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e Conviene hacer, antes de nada, una breve repaso de algunas de las propiedades basicas a las que se
debe la aparicion de flos fendmenos magnéticos.

El primer punto importante es darse cuenta de que los fenémenos megnéticos en un colectivo
de atomos o iones (y, por lo tanto, en un sélido) son un efecto cuantico.

Si bien Langevin explicé el paramagnetismo como debido al alineamineto de dipolos magnéticos
permanentes bajo la accion de un campo magnético,'” se puede demostrar que clasicamente un conjunto
de particulas cargadas no pueden crear momenttos magnéticos permanentes.'®

Por otra parte, la presencia del diamagnetismo, que es en esencia la tendencia de los materiales
a «expulsar» el campo magnético, al estilo de la ley de Lenz, se puede explicar solamente si se toman
en cuenta estados energéticos discretos, con cierta estabilidad frente a los campos externos.

Todo esto se puede justificar pensando que la estadistica clasica de MB nos dice que la distribuciéon
de las particulas en velocidades depende solamente del factor de Boltzmann, e £/557 donde E es la
energia total del sistema. Ahotra bien, F es la misma con campo que sin campo, ya que un campo
magnético no efectia trabajo sobre las cargas. Por lo tanto, si ante sde que se aplicara el campo no
habia corrientes ni momentos magnéticos, tampoco los habra después de aplicarlo. Mientras se conecta
el campo apareceran corrientes y sus momentos magnéticos asociados, pero seran nulos en equilibrio
térmico.

e También hay que hacer notar que las propiedades magnéticas de los aislantes'® las vamos a estudiar
en base a las propiedades magnéticas de los Atomos o iones constituyentes, con alguna modificacién
debida al entorno cristalino en el que se encuentran situados. Supondremos que las interacciones
electron—electrén estan incluidas en las propiedades de los 4tomos o iones en estos aislantes, y no
hablaremos hasta méas adelante de las interacciones electrén—electréon de largo alcance

En los metales, utilizaremos una descriciéon de electrones independientes.

e Vamos a definir ahora lo que se entiende por magnetizacion. Antes de nada, conviene comentar que,
en las sustancias dia- o paramagnéticas normales, las correcciones locales al campo magnético externo
son muy pequenas.?® A T = 0 K se define la densidad de magnetizacién M de un sistema cuantico de
volumen V' en un campo magnético uniforme H, en el que suponemos que M es paralelo a H, como

1 0Ey(H)

donde Fjy es la energia del estado fundamental del sistema en presencia de H.

A temperatura T # 0 K hay que promediar sobre todos los estados que puedan estar ocupados,

2 M, (H)e En/ksT

M(H,T) = 5 B JhiT T#0K (10.11)
siendo o8, ()
10F,(H
M,(H)= ———"2"2
(H) VvV O0H

17 Véase, por ejemplo, el anélisis del paramagnetismo en la asignatura de Mecdnica Estadistica.

18 De hecho, en un anélisis clasico los momentos magnéticos creados por cargas que se mueven bajo la acciébn de un campo
magnético dan lugar a una susceptibilidad nula.

19 Esla primera vez que hablamos de aislantes bajo la accién de un campo magnético, pues anteriormente solo hemos hablado
del comportamiento de los electrones de conduccién de un metal en un campo magnético.

20 Ego es debido a que en ambos casos el valor absoluto de la suceptibilidad es generalmente muy pequeno (el orden de 104 o
1072, frente al caso, por ejemplo, de la susceptibilidad x = —1 de un diamagnétic perfecto, un superconductor)
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La expresion (10.11) se puede escribir como

1 OF
MHT)=-v55

con F'= —kpgTIn (Zn e_E"/kBT)
La susceptibilidad de una sustancia se define como la magnitud adimensional
oM 1 9*°F
2 __ Y7 10.12
X=Tom T T vom? (10.12)
(en el caso en que la respuesta del sistema al campo magnético sea lineal, M = xH).

La magnetizacion de una muestra puede medirse, a T constante, mediante la fuerza que ejerce un
campo no homogéneo sobre ella (supuesta una variacion lenta del campo en el tamano de la muestra).
En efecto, si suponemos un campo H paralelo al eje OZ, al mover la muestra de x a x 4 dx se cambia
la energia libre

OF OH 0H
dF = F(H(m v da;)> - F(H(x)) e = —VM S de
y por tanto la fuerza f por unidad de volumen que se ejerce sobre la muestra es
1dF OH
= M=
/ V dx ox

y la medida de f nos da directamente la magnetizacion M.

Nota: Las propiedades termodindmicas de los materiales magnetizados se pueden
obtener mediante las expresiones termodindmicas comunes, en las que se sustituye la
presion p por la magnetizacion M y el volumen V por el campo H. Asi, si variamos
de 0 a H la magnitud del campo magnético que acttia sobre una sustancia, la energfa por
unidad de volumen de la misma cambia en una cantidad

H H 1
0 0

10.6. FENOMENOLOGIA MAGNETICA EN SOLIDOS

e Todos los materiales, dependiendo del valor y del signo de la susceptibilidad magnética x, pueden
clasificarse como

— a) Diamagnéticos (y < 0). En general, se tienen valores de |y| < 1y, dado que se magnetizan en
direccién opuesta a la del campo magnético externo, son empujados hacia zonas de baja intensidad
de campo magnético.
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— b) Paramagnéticos (x > 0). También suelen ser sus valores de |x| < 1. Pero la x no es constante
y la magnetizacion se «satura» para campos magnéticos fuertes y/0 bajas temperaturas.>* La forma
no lineal de M (H) aparece a temperaturas bajas o a campos magnéticos altos.

Al magnetizarse en la direccién del campo magnético externo, son empujados hacia aquellas zonas
donde el campo magnético tiene méaxima intensidad. Ademas, la susceptibilidad x depende de la
temperatura como xC/T), resultado llamado ley de Curie.”

— ¢) Ferro, antiferro y ferrimagnéticos (con magnetizacion espontanea). Tienen valores muy
elevados de x (del orden de unas 10° veces la de un material paramagnético tipico). También presentan
saturacion, aunque el comportamiento de y(H) es distinto al de un paramagnético, presentando una
variaciéon discontinua de la magnetizacion con H.

Si llamamos ©. a la temperatura a la cual un ferromagnético se transforma en paramagnético (lo

que siempre ocurre), se ha observado que la variacion de y con T para T > O, viene dada por la ley
de Curie—Weiss

. cC
- T—-0p

con C' la constante de Curie y Op el llamado punto paramagnético de Curie, un poco mayor que O..
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Solo aquellos cristales cuyos constituyentes son paramagnéticos individualmente (esto es, que tienen

momentos magnéticos permanentes) son capaces de presentar el tipo de comportamiento cooperativo
que conduce al ferromagnetismo.
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Dado que la magnetizacion de monocristales ferromagnéticos es anisdtropa, las direcciones en las
que la saturaciéon magnética se obtiene para valores relativamente pequenos de H se llaman de facil
magnetizacion (de dificil magnetizacion en los casos contrarios).

21 «Saturacion» significa que la susceptibilidad se hace nula cuando, por ejemplo, H se hace muy grande. Segin los resultados
experimentales dela figura, la funcién x(H) es una funcién mondtona decreciente.
22 La constante C se llama constante de Curie. Mas adelante se veran las condiciones para que se cumpla esa ley de Curie.
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Finalmente, la forma y las dimensiones de un ferromagneto varian con su magnetizacion
(magnetoestriccion). Esto significara, segun el principio de Le Chatelier, que la aplicacion de esfuerzos
de tension o compresion a un material influird en la mejor o peor magnetizacion de la muestra (efecto
magnetoldstico).

ge &

G Sl

> H (oeitad)

e En general, al situar una sustancia en un campo magnético aparece en ella un momento magnético
por unidad de volumen, llamado magnetizaciéon. En materiales isdétropos M y H son paralelos y
entonces la relacion

M =yH
donde la susceptibilidad x esti definida por unidad de volumen y en este caso es un escalar. Si el
material es anis6tro entonces x es un tensor.

Diamagnéticos Paramagnéticos Ferromagnéticos
Bi —18 x 107® (cm?/mol) CaO 580 x 1075 | Fe 1000 (12 fila transicion)
Cu —0,9 x 107° FeCly 360x107° | Co 240 (1? fila transicion)
Ge —0,8 x 107 NiSO4 120 x 107° | Ni 150 (12 fila transicion)
Si —0,3 x 107° Pt 26 x 1075 | Gd (lantanido)
x| = 107°; x = 1 si diamagnético perfecto | |x| ~ 1075 Dy (lantanido)
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Como ya se ha comentado antes, la ley de Lenz* nos indica que el diamagnetismo ha de ser algo
intrinseco en todos los materiales. En los 4tomos con subcapas llenas, los momentos magnéticos de
espin y los momentos magnéticos orbitales se cancelan separadamente. Esto significa que los cristales
de gases nobles y muchos cristales i6énicos no presentan paramagnetismo y son excelentes para estudio
diamagnéticos.

En los cristales covalentes y en muchos cristales iénicos existe un acoplamiento de los electrones
tal que los momentos dipolares magnéticos (si existen) no pueden cambiar su direcciéon sin cambiar
la configuracion electronica de sus constituyentes. Fsto hace que este tipo de cristales tampoco sean
paramagnéticos.

Por otra parte, muchos de los elementos de transicién y todas las tierras raras presentan
(como solidos) comportamientos paramagnéticos: tienen subcapas internas no llenas, y el aislamiento
requerido de los momentos magnéticos individuales proviene del apantallamiento producido por las
subcapas mas externas de los propios 4tomos o iones.

23 . . . L. . . L, .
Y la propia existencia de estados energéticos discretos en los sistemas fisicos.
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